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de

Livin MNare

Fentru un corp comutativ K oarccare vom nota on .ll“.(x) al-
Sobrma matricelor cu n linid ?1 n coloane cu coefiolentl in K.

DaoX f¢ xi‘x]. T = a.mlr +...+apxl’ notim prin 't aplicatia

LE —> N (K), XL = a T +s) X +eeesa XP

Ia L) autoral propune spre studiu problema determinirii,
peatrn K = R, a taturar poelinoamelor f pentra care ? [ aﬁrdeotivi.

In luerarea de fat¥ ne propunem ca, in ouur}io E=Cgl
K=R s detdmlﬂim toﬁtaspollnonmele f pentru care ? e surjectivi

l. Freliminarit

Vom adopta In continnare urmitoarele nofagil: dacil

4€X, (€) vom nota cu ‘pl(X) = det (XI -a) gioa W (&) mul{imea

valeriior proprii ale acestel matrice (adicX ridfcinile i p‘)

De asemenes vom presupune cundscute nrmitoarele reznltate:
l.l.fcorexi (Hamilton-Cayley) Pentrn orice AcM ( C) avem r*('A\ = 0,

sdlci afiée matrice este rXdicin¥ a pcliﬁ&ndlni ain cmctarint..in.‘
0 demonsiragie elementari a acestel teorsme poate fi gi‘altrﬁ'

' [37. _
Yo Prepristate. Dack AeX (6) st T -{ 1,12.....’\33

atunci existi Te GE‘(O) astfel Smoft 4 = T.0-T% unde
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unde pe diagonal§ apare fiecare valoare proprie Xi de atitea ori

oit arati ordinal ei de multiplioitate; dacd A are teate valorils

proprii distincte, atunoi U e matrice diagenald

..\“

Altfel opus, orice matrice poate fi adusi la form&@ triunghiulari.
Hu cunoagtem o demonstratie elementari a acestul rezaultat.

l.3. Proprietate (Teorema de interpolarse Lagrangeéﬂermite)

Piind date: nc (W™ ’(ak)k 1, nClR, ak diastincte, (r )k v CMW

(blgl)) '15-;-13 ' existﬁ an polinom P< R [I] astfel ca
k'l,n

(1)(ak) b(i). ¥ kal,n, ¥ 3-e.-k(l_4] pp.111-113)

2. Rezolvarea groblemei enuntate in cazul K = .C :
e xn cazul X =€ :
2.1. Propozitis Ple . fe € (X} si AeM (€ ) , T (4) a}{-( < ,...,°‘5}

Dac pentra orice 165{1 2....,s}ecua'gia £(x) =<, are cel puyin o

5| ‘rédacini simplid atunoi Ac Imf.

4

emons‘traljia. Pentra 16 {l 2’000’8} nﬂtim \

g rédacina simpla a
ecuayiai. f(x) =X 4.

Céntin ge C EI] astfel fnoit polinomnl

H(X) = X - £(g(X)) are in « 1 radaaina multipli de ordln

b ol vel 2"""3 ' "1 fiind ardinul e muupnmata |
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al 2ai o, In p, « Sint suficlente condiyiile: pentru 16{1,2,..;,@
: : . - J
H(oty) =<y = £(g(x4)) = 0 ; ludm g(x,) =)y ‘
HY (X 1) = l-f*(g(x 1)."‘5'(‘)& 1) = l—f'lv{l)g’(c(l)‘ = 0 }c’_‘-—'—"'}
' . colic
= (X 4) =
& 81Xy ITTSCIT.
oﬁoi'§\ fiind riddcind simpli, f'(TK } # O.

H“(O( ) = -f'(8(°< 1)) 8"(0(1)"f" (&-(o(l)) 8' (0(1) =0 Q—’>

270Ny 8'2(xXy)

Te=> "(c(i) )
W
Astfel se determina derivatele eucoesive ale 1ui g. pini la mI-L F
(- (my=1) (" |
"t (di)=0¢—>s & (oq)-,q) o S
. r!(xi)

‘Acam pentru polinomal g.ounoastei.in pnnoteleC(i,ctz,.;.,03s
valoarea'derivatelor succegive de la cea de ordin O pini la ces
de ordin ml-i:, m’a-l,-..:,ma-l ;fee_pectiv,‘deqi g eate.pe::e»c'_t;de--
terminat conform Proprieté;ii 143,

Deci polinomul H astfel determinat are in 041,042,...,0(8

ridicini de ordin cel putin ml,mz,...,m’ respectiv, adic# p‘[ H,
de nnde H = pA. R, "ReC Lxl-sl maildeparte >

X - f(s(X)) = p‘(I) R(X),

P Y

ceea ce implica A - f(g(é)) = pA(A) R(A) =0 =
R T o A L iee HE In %.

2.2. ObaﬂrVatie. In aenditlile Propriet§§11 2.1. exiata o matrice
Ie H ( c}, t(x) = A, I este ohiar valoarea nnui polinom
g& )] [Ijln ﬂo

-
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2.3 Cousecin;i Daci f¢ € [X] are proprietatea oh Foeg, ®Cuati,
£(x) = are oel putin o ridicini simpl¥ atumoi * By (€) —u ~(€)

€ surjectivy., ' "
Se pune imediat problema in ce misurd aceasti consecinyy
Turaigeazi polincame f cn ? surjectivi. Vom arita ci, ae fapt, le

furnizeazy pe toate, mai concret:
~
24 Propositie. Daci f¢ [X]are proprietatea cii f ’ e A > (e)
‘@ surjectivi atunci '
¥oae € ecuatia £(x) =% are cel pupin o rédiocini simply,

Demonstratie. Si presupunen o, 3 e € astfel incit ecnatia f(x) =0
an are nici o rxdﬁcini s.lxnpli gi vom arita ci matrigea

o B 8 _sse .8

P P P

) -Cl'\ Q_se0 & Y

R - : .p ¢ Im £,
O . °
&

In caz contrar, fis x el:;( €) ‘astfel oca

T =B fw-xr,) o3,

0~ 8 wapsl ’ : -
A=| 20 . $ ‘considerim polinomnl
Q - 6 ‘ o"

g-q (r.ou - (x-al)ml-.-(x-a e

unde m,> 2, ¥iell, 2,...,sj Iconrorm
Deci E(X) = A,

presupunerii de mai sus)-

Apare evident

: Y e valoare proprie
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decl =0 = ‘
4, dec g(\X) 0 \e{al,az,...,a;[.
Distingem urmiéitoarele doui cazuri:

a) X are valorile proprii distincte; evident va rezalta ci mul-timea
ial.az.---,asj,are cel putin n elemente gi, atuﬁoi X poate fi

adusi la forma diagonali.

" 81 0O eee O .
I—IT..!.f » X Gen(ﬁ,Ta 9 az...o
Qo ... ?"gn

o . ' ~
(dups o eventual® renumerotare). In coantinuare

-1

BD = 2Y-aT) T ee (Y oagdy) T

Inmnl{ind ia siinga o matrice a oirei'linie k e veotorul '

0c C® cu orice alti matrice , matricea rezultat are aceeagi proprie-

tate, deoi matricea

/ - n s "
Y ---a,:l.Im)ml aes X1 "aaIn) 8= O)avind toate liniile egale

on vestorul 0 dim €7 :
Avem B(X) = O = A, ocontradictie..

v

b) X are cel putin doud gﬁd%gin; carapteria}t;cé.gg’ale,- fie a, va-
loarea lor comund. Forma triunghinlard a lui X este -
i ) ;
8 wotustos . P 15
g=1. | 8 =i, reae (C) o oLol

N g (e TR .
decl X - aBIn.s-T T T = (X-a, 1) are plf

Ceeda O O
Oeee O N °

mele doud coloane nule.

- 4Ayem acum
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m g p -1
D = 7(1-ayI,) 1 .e (¥-a,I) % -2

Inmultind la stinga o matrice cu primele doud coloane gy,

ot orice al:iZ matrice obilnem tot o matrice de acest tip,

Vom £1i conduji la o agalitate de forma
TeQT™> o AL=71'C = AT, Cel (€) are primele doui coloap,
dule,. decl gl T:C are aceeagil proprietaie

Daci T = (tij) c¢iteva calcule ne oond}\zm le reletif,,

rtﬂ’l »4

1¢i,j¢ n’
tn"'lgl. i tﬂ,l = O

= = t qo-o-“-t -,s:O
tn—2,1+tn-1ﬂ + -ti’lgl 0 :-‘-th,l ¢ 3,1 : RS Y

¢« 5 @ : i

¥

"nalog se a;)tmge la t2 2-t3 2"'"“tn 2-0, deci T este singulara,
oon.radio;ie. g v _

2.5 Consecin e Polinomul 4 EG:L:\.] are aropriet\.tea c f. (C)-—>H (c)
e surjectivi daci 3i numai dacd ¥xef ecuatia f(:g:) =X are cel putin
o rédicini simpli. : A RS '

2.6, Bx emgl - ¥ p€ 2 M+l construim 1’ (I) =1 + n- X+ Ji I2+...+ %{Xp;
atunci fpd! (€) =l (C) e sur:}ectiva.. :

3« Rispunsul la-problema enuntati ‘in Ll] (cazul © = |])

Avertizfémlc'itiforul 'cPi pro‘éiama devine mult mai dificiag

decit in cazul anterior, Preanti'n um-‘itoa*ea caz-ac*-erioarb.
3.1. Propozitie a) Pentru n=2 sau n=3; polinomul fcIRLI] are pro-
prietatea ci f:Mn( R) ==t (RR) e surjectivi dacy 3l :numaf dacy
¥ MeR ecaajia f(x) =] ‘are cel pugin o riddcind simpli In .
b) Pentru n3 4; polinomul £¢ R ‘:X] are.prc-prietatea c& f:E.:n( BR) -
-*,.un( R) e surjeotivd dacX 31 numail aaci an oo simaltan: B el iint

(1) ¥ M ® ecuatia f(x) =M are cel puiln o r#ddcinig simpli in (R.

(11) a]uec ecnatia f£(x) 7» are cel puiin o r#diciai simpli,
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bin motive didactice von demongtra doap urmitoarea afirma-
¢ie: "Fle n=2 san n=3; cacy v/u,m ecuatia f(x) t/u/ are cel putin
o rdddcind simpli in R eatuncy f M (IR) —>N (IR) e surjeotivin,
observind ¢& In scest caz trecerea de la cazul complex la oazul

real e relativ ugoari:

Intr-adevy im o z
n ary fle AeM (R) gt aritim o 4c Inf. Dacd
?‘ este polinomul "‘caracteristic, ciutim gelR[X]astfel fnecit

%00 |fe@) - x Sug (=)
Distingem urmitoarele cazuri:

a) "\" are to_ate rddidcinile caracteristice. reale:

o P

i cu erdinul de multiplicitatelmi, .i = 1,2,...,8.
Vor fi suficiente, condijiile: ¥ & €l1,2, 000,07

n(eh) = 0 (= f(g(o('))vso&f_ 1. luim g( () -\t ’

¥ fiind ra.dYna reald simola a ecuatiel f£(x) -0<,_ o

h\o-:\)-o e D=
h(o() =0 > f"(g(om) [8 (cq)] 2 (gl ) ) eg" (o) =0 &=

00 [t (s)]- 2
’ f'(w%. e nat

, A {mg=1)
mg-1) (0() & 0 care conduce la 8

&=>-gh (o) ==,

»
¢ .8 &

g (o),
2 lRYI] ge detemiﬂ?i folosind polinomol de lnterpolare
18¢€ " J

Lagrange-Hermite. e 5
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T“ are rididcini complexe.

o rddicind complexi
Cum grad Pa = 2 sau 3 rezultd cd P, are s

ou @ ' 2 1 o rdddcind
}.\. gimpld, impreuni ou )~ ?A mal are eventua

reald X

Conditit suficiente pentru (=) vor fi:

h‘(}w) =0 & f(g(}»)) 7& sd laim g(/\b) = N ’
X\ o r#dicini oarecare a ecuatiei f£(z) g

a(K) = 0> x‘(s(]‘i)) -}‘; ‘gl luim g(/T) =}-3~ %

91 eventual h(«) = 0> £(g()) =X . gi ian ,
gl )‘ =X o ridicini reald a eonatiel £(x) =% .

Ne va fi suficlienty interpolarea 1lui Lagrange peniru
a-=1 obtine pe g ycare se vede ugor od are coeficienti reali.

~N
Aoum din (%) reznlti f£(g(A)) = A => A¢ Im:‘.\’l.
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