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THEOREME DE KUNNETH EN HOMOLOGIE DE MORSE

MARTIN FRANKLAND

RESUME. SoitM une variété fermée orientée et Hyimm(M x M) la diagonale.
Sous I'hypothése qué,. (M x M) est naturellementisomorphéia(M) @ H,. (M), nous
montrons, en utilisant I’homologie de Morse, que la diageadmet la décompaosition
de Kunnethd = 3 bj x bj , ou{b;} est une base d¢.(M), et{b;} est sa base duale par
rapport a la forme d’intersection. Bien que ce résultat coitnu, I'approche utilisée
est nouvelle.

ABSTRACT. LetM be a closed oriented manifold, and consider the diagaral
Haimm(M x M). AssumingH,.(M x M) is naturally isomorphic td. (M) @ H,(M),
we prove, using a Morse theoretical construction, that fagahal has the Kiinneth
decompositiolh = 5 by x by , where{b;} is a basis oH. (M), and{b;} is its dual basis
with respect to the intersection form. Although this is awnaesult, the approach we
take is novel.

1. Introduction

Soit M une variété fermée orientée de dimensmnM]| € Hy(M) sa classe fon-
damentaled : M — M x M I'application diagonale, eA := d.([M]) € Hn(M x M) la
classe diagonale. Dans cet article, nous supposons quadlbgie deM est libre, ou
sinon nous prenons I’homologie avec coefficients dans ysscéinsi, I'isomorphisme
de KunnethH,(M x M) 2 H,(M) ® H.(M) est naturel. La diagonale admet une dé-
composition de Kiinneth, c’est-a-dire une expresgdiona S a x bj, ou g € Hi (M) et
bi € Hn-k (M). Notre but est de trouver une décomposition explicite.

L'idée consiste a déformer la diagonale le long du flot d’uoecfion de Morse
auto-indexéef : M — R. Soit p une métrique suM, et {¢;} le flot gradient négatif
induit par—C, f. Par le flotid x ¢ surM x M, la diagonale est déformée de fagon
lisse en le graphe d¢, tel qu'illustré a la figure 1. En homologie, nous avans-
[gr(idm)] = [gr(¢t)]. Quandt tend vers l'infini, cette sous-variété s’approche d’'un
cycle décomposé en produits, dont I'image est

1) U #(p)x Z(p),
peCrit (f)

ou I'on note Z;(p) (ou <7t (p)) la nappe descendante (ou ascendante) ou instable (ou
stable, respectivement) d'un point critigpe On trouve un analogue de la formule (1)
dans [5].
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M

FIGURE 1. Déformation de la diagonale

2. Préliminaires: homologie de Morse

Fixons les notations et rappelons quelques éléments dlogieode Morse; voir
[8] ou [1] pour une exposition de la théorie. Nous choisissianmétriquep telle que
la paire(f,p) soit Morse-Smale. Comme convention d’orientation, ongaesi-1 aux
nappes descendantes de dimension 0, I'orientatiodl @ecelles de dimensiom, une
orientation quelconque aux autres nappes descendankes nejppes ascendantes sont
orientées de sorte que |'orientation. @& p) suivie de celle d&7(p) donne l'orientation
deM.

On note.Z (p,q) := (Z(p) N <7(q))/R I'espace de modules des lignes de flot qui
descendent dpag. Lorsque la différence d’indices estri(p,q) :=#.# (p,q) désigne
le nombre de lignes de flot comptées avec signes, et 0 dansttes aas. Nous suivons
la convention de signes décrite dans [1]. Eitf) le complexe de Morse associ&f a
défini parCy(f) := Z(Critk(f)), avec la différentielle

op = 3 n(p.aa.
geCrit (f)

Le théoréme d’homologie de Morse donne un isomorphismenqne
H.(C.(f)) = H.(M).

Un survol des preuves les plus standards est donné dans{iyrs2]. Nous utilisons et
résumons ci-apres la preuve dans [6], qui établit une élgmeva de chaine-homotopie
entreC, () et le complexe singulier (générique) ble notéS, (M). Ici, un simplexe est
dit génériques’il est lisse et ses faces de toutes dimensions intergeictarsversale-
ment les nappes ascendantes de tous les points critiqued.dleclusion du complexe
singulier générique dans le complexe singulier induit wmisrphisme canonique en
homologie.

L'équivalenceDs : C.(f) — S.(M) est définie comme suit. Pour un point critique
p, 2(p) admet une compactification natureli®(p) homéomorphe a un disque, avec
une applicatiore: 2(p) — M qui étend l'inclusionZ(p) — M. Ceci n’est pas prouvé
dans [6], mais la section 2.4.6 de [3] donne une preuve pouaged’'une fonction
de Morse auto-indexée, c’est-a-dire dont la valé(p) égale 'indice dep pour tout

point critique p. Dans ce cas, nous pouvons poursuivre avec la preuve dankd6]
variété compacteZ(p) a un courant fondament%l@(p)] € Snd(p)(Z(p)). On pose
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Dt (p) :=e. [Q(p)}. Pour la théorie des courants, voir [5]; nous n’en utilisais
qu’un cas trés restreint. L'inverse homotopigqe: S,(M) — C.(f) est défini comme
suit. Pour uri-simplexead, posons

At(o):= 5 ##(o,p)p,
peCriti (f)

ou.# (o, p) est 'espace de modules des lignes delof0,0) — M allant deo a p.

Plusieurs constructions homologiques peuvent étre faitdsomologie de Morse,
comme dans [8], particulierement au chapitre 5. Nous domgirune version plus
explicite de deux d'entre elles. La dualité de Poincaré save en renversant la
fonction f en —f. Comme convention, donnons@_;(p) I'orientation de .« (p).

Pour un point critiquep d’indice k, nous notonspy € Cy(f) sa nappe descendante,

et pa € Cnk(—f) sa nappe ascendante, vues dans les complexes de Morse. Puis,
nous notonspp := D¢(pg) € &(M) et pa := D_¢(pa) € Sn-k(M), les mémes ob-

jets vus comme chaines singuliéres. Il y a un isomorphismenique (a signe pres)
v:C.(—f)— C*(f), donné par

V(pa) = (—1)/Plp,
ou p? est la cochaine duale@y. Ceci induit un isomorphisme en homologie et donc,
via le théoreme d’homologie de Morse, la dualité de Poincaré

Le théoreme d’Eilenberg-Zilber a aussi son équivalent emdiogie de Morse.
SoientM et N des variétés de dimensionset n respectivement, avec des fonctions de
Morsef:M — Retg:N — R.

Définition 2.1. La somme extérieurefg: M x N — R de f et g est définie par
(feg)(xy) == f(x)+g(y).

Cette fonction est aussi Morse-Smale, et ses points ceiigont les pairg,y) de
points critiques dd etg respectivement; I'indice dé,y) est la somme des indices de
x ety. Le flot gradient négatif dé @ g est le produit des flots deetg. Par convention,
orientons la nappe descendamte;q(X,y) = Z5(X) x Z4(y) en prenant l'orientation de
2+ (x) suivie de celle de&zy(y). Avec nos conventions de signes, il y a un isomorphisme
canoniqued : C,(f) @ C.(g) — C.(f @ g) donné par

P(x@Y) = (XY).
C’est I'équivalent en homologie de Morse du théoreme ditirg-Zilber, selon lequel
le produit croiséx : S, (M) ® S.(N) — S,(M x N) est une équivalence d’homotopie na-
turelle, avec inverse homotopiqée Cet isomorphismé est naturel, par la naturalité
du produit croisé et des morphismes d’homologie de Morde,fait que le diagramme
X
2 &(M)®&(N)—<9—>&(MxN)
Af®Ag\H\Df®Dg Afgpg\H\Df%g
(o)
C.(f)®Ci(9) <¢—T>C*(f ©9)

commute dans les deux directions, c’est-a-dire gugDt ® Dg) = Dtggo @, et aussi
Afggo x = ®o (Af @ Ag). Autrement dit, nous pouvons écrifp,d)p = Pp x Op. Par
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convention, le produit des morphismes de compleéxesn est défini par
(3on)(@@b) = (-1)°P5@) @ n(b),
ou la dimension dé est son degré.

3. Application a la diagonale

Pour tout temps, la diagonale est homologue au grapheqbdeainsi gu’'au cycle
—fof

((¢ft X q)tf) od) ([M]). Or, le difféomorphismepit X ¢tf est le flotg, de la fonc-
tion —f & f surM x M. En lui appliquant le théoreme d’homologie de Morse, nous
obtenons la limite du cycle. Un calcul simple donne
Atet(B)= 5 (PP eC(-faf)
peCrit(f)
Puisquel est homologue ® ;4 oA _t5¢(A), Nnous obtenons le résultat suivant.

Proposition 3.1. Avec les notations précédentes,

A:[ > prpD].

peCrit (f)

C’est une décomposition de la diagonale au niveau des chaims pas en ho-
mologie, puisqu’en général, les nappes ascendantes atndiesites ne sont pas des
cycles.

Exemple 3.2.PrenondM = S'. Soient{ay, ..., ac} 'ensemble des points critiques
de f d'indice 1, et{bs,...,bc} ceux d'indice 0. Tel qu’illustré a la figure 2, nous
pouvons ordonner les points critiques pour que la difféedatsoitda g = b g —bi_1 4,
et donc pour que la différentielle pourf soit donnée padb; o = @112 — @i a.

— a

ai a3

—

FIGURE 2. Fonction de Morse sur le cercle

En vertu de la proposition 3.1, la diagonale est égale a

k k
aaxap+ Y bjaxbjp|.
LZ 2,

Ceci est homologue &a x (3 1ap) + ($*_; bja) x bip , qui est égal dpt] x [M] +
[M] x [pt]. Notons quelpt] € Ho(M) et [M] € Hi(M) sont duaux I'un a l'autre par
rapport au nombre d’intersection.
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4. Calculs et forme d’intersection

Dans cette section, nous trouvons une décomposition dedfliicie la diagonale a
partir de la décomposition de la proposition 3.1.

Rappelons que pour des complexes de chahest D,, avecC, libre, il y a un
isomorphisme canonique: C* ® D, — Hom(C,,D..) défini par

p(a ®a) = (-1)g()a

Son inversep—! est donné par

o H(f) = 3 (0PI e f(b),

ou {b;} est une base de,. Ici, le complexe duaC* est gradué par le degré des mor-
phismes, c’est-a-dirC*) _x = Hom(Cy,Z). Donc le complexe dual d&,( f) est gradué
de —m a 0. Désormais, notor@*(f) le complexe gradué dem a 0, etC*(f) le
méme complexe gradué de Ora Le changement de graduation est I'isomorphisme
mr: C*(f) — C*(f) défini parm(a) = (—1)™q.

Proposition 4.1. SoitA € Sn(M x M) une chaine représentant la diagordalélors
les morphismes suivants envoiénsuridc, f) :

A gt

3) SAMxM) 2 (—faf) 2 c(-feC.(f) —
YO G () @C.(f) T2 () @ C () —2— Hom(C, (f),C.(f)).

NotonsV’ le dual d’un module/. PuisqueHy_1(C,) est libre, I'application évalu-
ation 3 : HX(C*) — Hy(C,)’ est un isomorphisme canonique.

Proposition 4.2. SoientC, etD,. des complexes, avé€, etH.(C,) libres. Consi-
dérons les isomorphismes suivants:

(4) H.(Hom(C.,D,)) RSN (C*®D,) —— H,(C") @ H,(D,) ——

PE (€ @ H.(D,) —2— Hom(H.(C.),H.(D,)),

ou K est l'isomorphisme de Kinneth. Alors Iimage {fé € H.(Hom(C,,D.)) est
h, :=H.(h).

LorsqueD., est égal &L., la classe dédc, est envoyée suidy c,). Partant de
I'identité aux deux bouts de cette suite de morphismes, abtenons une décomposi-
tion de Kinneth explicite:

HZ Delle] e,

(5) [z< neldea
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ou{c;} estune base de, et{[ej|} estune base d¢.(C,). Lisomorphisme de Kiinneth
est naturel, donc le diagramme suivant commute:

6) H.(C.(— ) ®C.(f)) — = H.(C.(~ ) @ Hi(C.(1))

(veid). l lw@id*

E(F)®C.(f)) ——= H.(C*(f)) ®H.(C.())

(rm=id), J{ l T ®id,

C.(f)) =5 H.(C* () @ H.(C.(1)).

Partant du produn de Kroneckbl:k(C*(f)) ®@H,(C.(f)) — Z, ce diagramme induit un
produitx : H.(C.(—f)) ® H.(C.(f)) — Z et donne une décomposition de Kiinneth de
la diagonale en homologie de Morse:

Pa ® Pd

z ‘bll bI ® b|
peCrit (f)

ou{b} est la base duale ddv } par rapport au produjt. Cette décomposition peut se
traduire en homologie singuliére avec le diagramme comiifiuta

(7) H(S.(Mx M) —2= H.(S.(M) © S.(M)) ——~ H,(S.(M)) @ H,(S.(M))
lAfeef* l(Af®Af)* lAf*®Af*
H.(C(— F & £)) 2 HL(C.(— ) @C.(F)) —~ H,(C.(— ) 9 H.(C.(F)).

Ici, le produit x induit un produitl : H.(S,(M)) ® H.(S.(M)) — Z, qui est le nombre
d’intersections a signe prés: pour des cydest T, nous avons la relation

l(c®1)=(-1)"#0,1).
Le signe d'un point d’intersection est défini en prenanti€otation deo suivie de celle

de 1; ce nombre est défini comme zéro pour des cycles qui ne somtepdisnensions
complémentaires dand.

Le nombre d'intersections est un cas particulier, en dino@sscomplémentaires,
de la forme d'intersectiom : H;(M) ® H;(M) — Hi;j—-m(M), définie comme duale
du cup-produit; voir par exemple [4, Chapitre 6.11]. Avdddhtification canonique
Ho(M) = Z, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 4.3. Soient{b;} une base del.(M), et{b;} sa base duale par rapport a
la forme d'intersection, c’est-a-dilgebj = &; . La diagonale admet la décomposition
de Kinneth

A=Y b xb.
|Z 1 (|

5. Conclusion

Le résultat principal de cet article est le théoreme 4.3. @stpas un résultat
nouveau; voir par exemple [7, Chapitre 11]. Nous avonssgétiline nouvelle méthode
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basée sur la théorie de Morse, qui permet d’obtenir un olsjgtier (sous-variété par
morceaux) comme limite d’objets lisses (grapheggde Nous avons aussi donné une
nouvelle preuve de la naturalité du produit en homologie desél.

Une décomposition de Kiinneth de la diagonale donne ainsiéoemposition de
n'importe quel graphe. En effet, $i: M — N est continue, ef\y = S & x b; est une
décomposition de la diagonale Nk alors le graphe dé se décompose comme

[or(f)] =Y & x f.(bi) € Hn(M x N).

Ceci permet notamment de prouver le théoreme des pointsdexesfschetz pour une
variété. En effet, I'indice total des points fixes d’'une aggttion f : M — M est égal au
nombre d’intersectiod e [gr(f)]. Utilisant le théoréme 4.3, un calcul simple montre
que ce nombre est égal au nombre de Lefschetz de

Pour approfondir cette recherche, on pourrait étudier eateH.. (M) n'est pas
libre. Alors, les propositions 3.1 et 4.1 demeurent validesitrairement aux manipu-
lations algébriques de la section précédente.

RemerciementdMémoire de maitrise sous la direction de Francois Lalondénancé
par le Conseil de recherche en sciences naturelles et géiarhda.

English extended abstract

Let M be a closed oriented manifold of dimensiorandA € Hyn(M x M) be the
diagonal class. We assume that the homologiasé free, or else we take homology
with coefficients in a field. So the Kiinneth isomorphisigiM x M) = H, (M) ®H. (M)
is natural. Our goal is to give an explicit Klinneth decomtiasiof the diagonal.

The idea is to deform the diagonal along the negative gradiem {¢;} of a self-
indexing Morse functiorf : M — R. Using the flowid x ¢; onM x M, the diagonal is
smoothly deformed into the graph ¢f, as shown in Figure 1. Atlsgoes to infinity, this
submanifold gets closer to a cycle which is decomposed idyzts. Its image is (1),
where s (p) (or <7 (p)) denotes the descending (or ascending) or unstable (destab
respectively) manifold of a critical poirt. An analog of formula (1) can be found in
[5].

The Morse homology theorem gives a canonical isomorphis(@.(f)) = H.(M).

We use the proof in [6], completed by [3], which establisheta@n-homotopy equiva-
lenceDy : C.(f) — S.(M) between the Morse complex and the (generic) singular chain
complex ofM. Basically, this map associates to a critical point its daging manifold.

We denote its homotopic inverse By.

We use two Morse homological constructions which are doneerttmroughly in
[8], Chapter 5. For a critical poirg of indexk, we denote byy € Cy(f) its descending
manifold, p € Cy_k(— f) its ascending manifold, viewed in the Morse complexes, and
by pp :=D¢(pg) € (M) andpa :=D_¢(pa) € Sn-k(M) the same manifolds viewed
as chains. Poincaré’s duality is induced by the canonigalt¢usign) isomorphism
v:C,(—f)— C*(f), given byv(p,) = (—1)IPlp, wherep? is the cochain dual tpg.
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The Eilenberg-Zilber theorem is induced by the isomorphnC, (f) @ C.(g) —
C.(f ®g) given by®(x®Yy) := (X,y). The isomorphism is natural, by the naturality
of the cross product and the Morse chain morphisms, and tieltfat the diagram
(2) commutes in both directions, that iso (D ® Dg) = Dfmgo ® and Afggo X =
®o (Ar ® Ag). Then we can writ€p,q)p = pPp x Op.

Proposition. With the notations above,

A:[ > prpD].

peCrit (f)
Proof. A simple computation yields
Azi®)= Y (ppeC(-faf)
peCrit(f)
Now A is homologous t®_ g o A_t4¢(A), whence the result follows. O

Starting from this decomposition at the chain level, we cotapa Kinneth de-
composition using basic homological algebra. From herdet@*( f) denote the dual
complex graded from-mto O, andé*(f) be the same complex graded from Onbp
with isomorphismt: C*(f) — C*(f).

Proposition. Let A € Sy(M x M) be a chain in the diagonal claAs The mor-
phisms (3) mag ontoidc, ().

Proposition. LetC, andD.. be chain complexes, witB. andH.(C,) free. The
isomorphisms (4) maph| € H.(Hom(C,,D.)) ontoh, := H,(h).

Corollary. The identity yields the explicit Kiinneth decompositi@), where{c;}
is a basis o€, and{[e;]} is a basis oH,(C,).

This decomposition is translated into Morse homology usiiagram (6), then to
singular homology using diagram (7), which yields the failog.

Theorem. Let{b;} be a basis ofl.(M), and{b;} its dual basis with respect to the
intersection form, that is; e b; = &;j . The diagonal has the Kiinneth decomposition

A::ZjiXbL

This is not a new result; see for instance [7, Chapter 11]. foof using Morse
theory is new though. We have also given a new proof that tbdyat in Morse ho-
mology is natural.
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