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THÉORÈME DE KÜNNETH EN HOMOLOGIE DE MORSE

MARTIN FRANKLAND

RÉSUMÉ. SoitM une variété fermée orientée, et∆ ∈ HdimM(M×M) la diagonale.
Sous l’hypothèse queH∗(M×M) est naturellement isomorphe àH∗(M)⊗H∗(M), nous
montrons, en utilisant l’homologie de Morse, que la diagonale admet la décomposition
de Künneth∆ = ∑ bi ×bi , où{bi} est une base deH∗(M), et{bi} est sa base duale par
rapport à la forme d’intersection. Bien que ce résultat soitconnu, l’approche utilisée
est nouvelle.

ABSTRACT. Let M be a closed oriented manifold, and consider the diagonal∆ ∈
HdimM(M ×M). AssumingH∗(M ×M) is naturally isomorphic toH∗(M)⊗H∗(M),
we prove, using a Morse theoretical construction, that the diagonal has the Künneth
decomposition∆ = ∑bi ×bi , where{bi} is a basis ofH∗(M), and{bi} is its dual basis
with respect to the intersection form. Although this is a known result, the approach we
take is novel.

1. Introduction

Soit M une variété fermée orientée de dimensionm, [M] ∈ Hm(M) sa classe fon-
damentale,d : M → M ×M l’application diagonale, et∆ := d∗([M]) ∈ Hm(M ×M) la
classe diagonale. Dans cet article, nous supposons que l’homologie deM est libre, ou
sinon nous prenons l’homologie avec coefficients dans un corps. Ainsi, l’isomorphisme
de KünnethH∗(M ×M) ∼= H∗(M)⊗H∗(M) est naturel. La diagonale admet une dé-
composition de Künneth, c’est-à-dire une expression∆ = ∑ai ×bi , où ai ∈ Hki (M) et
bi ∈ Hm−ki (M). Notre but est de trouver une décomposition explicite.

L’idée consiste à déformer la diagonale le long du flot d’une fonction de Morse
auto-indexéef : M → R. Soit ρ une métrique surM, et {ϕt} le flot gradient négatif
induit par−∇ρ f . Par le flotid ×ϕt sur M ×M, la diagonale est déformée de façon
lisse en le graphe deϕt , tel qu’illustré à la figure 1. En homologie, nous avons∆ =
[gr(idM)] = [gr(ϕt)]. Quandt tend vers l’infini, cette sous-variété s’approche d’un
cycle décomposé en produits, dont l’image est

(1)
⋃

p∈Crit ( f )

A f (p)×D f (p),

où l’on noteD f (p) (ou A f (p)) la nappe descendante (ou ascendante) ou instable (ou
stable, respectivement) d’un point critiquep. On trouve un analogue de la formule (1)
dans [5].
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FIGURE 1. Déformation de la diagonale

2. Préliminaires: homologie de Morse

Fixons les notations et rappelons quelques éléments d’homologie de Morse; voir
[8] ou [1] pour une exposition de la théorie. Nous choisissons la métriqueρ telle que
la paire( f ,ρ) soit Morse-Smale. Comme convention d’orientation, on assigne+1 aux
nappes descendantes de dimension 0, l’orientation deM à celles de dimensionm, une
orientation quelconque aux autres nappes descendantes, etles nappes ascendantes sont
orientées de sorte que l’orientation deA (p) suivie de celle deD(p) donne l’orientation
deM.

On noteM (p,q) := (D(p)∩A (q))/R l’espace de modules des lignes de flot qui
descendent dep àq. Lorsque la différence d’indices est 1,n(p,q) := #M (p,q) désigne
le nombre de lignes de flot comptées avec signes, et 0 dans les autres cas. Nous suivons
la convention de signes décrite dans [1]. SoitC∗( f ) le complexe de Morse associé àf
défini parCk( f ) := Z〈Critk( f )〉, avec la différentielle

∂ (p) := ∑
q∈Crit ( f )

n(p,q)q.

Le théorème d’homologie de Morse donne un isomorphisme canonique

H∗(C∗( f )) ∼= H∗(M).

Un survol des preuves les plus standards est donné dans [2, Section 2]. Nous utilisons et
résumons ci-après la preuve dans [6], qui établit une équivalence de chaîne-homotopie
entreC∗( f ) et le complexe singulier (générique) deM, notéS∗(M). Ici, un simplexe est
dit génériques’il est lisse et ses faces de toutes dimensions intersectent transversale-
ment les nappes ascendantes de tous les points critiques def . L’inclusion du complexe
singulier générique dans le complexe singulier induit un isomorphisme canonique en
homologie.

L’équivalenceD f : C∗( f ) → S∗(M) est définie comme suit. Pour un point critique
p, D(p) admet une compactification naturelleD(p) homéomorphe à un disque, avec
une applicatione : D(p) → M qui étend l’inclusionD(p) →֒ M. Ceci n’est pas prouvé
dans [6], mais la section 2.4.6 de [3] donne une preuve pour lecas d’une fonction
de Morse auto-indexée, c’est-à-dire dont la valeurf (p) égale l’indice dep pour tout
point critique p. Dans ce cas, nous pouvons poursuivre avec la preuve dans [6]. La

variété compacteD(p) a un courant fondamental
[

D(p)
]

∈ Sind(p)(D(p)). On pose
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D f (p) := e∗
[

D(p)
]

. Pour la théorie des courants, voir [5]; nous n’en utilisonsici

qu’un cas très restreint. L’inverse homotopiqueAf : S∗(M) →C∗( f ) est défini comme
suit. Pour uni-simplexeσ , posons

Af (σ) := ∑
p∈Criti ( f )

#M (σ , p) p,

oùM (σ , p) est l’espace de modules des lignes de flotγ : [0,∞) → M allant deσ à p.

Plusieurs constructions homologiques peuvent être faitesen homologie de Morse,
comme dans [8], particulièrement au chapitre 5. Nous donnons ici une version plus
explicite de deux d’entre elles. La dualité de Poincaré se trouve en renversant la
fonction f en − f . Comme convention, donnons àD− f (p) l’orientation deA f (p).
Pour un point critiquep d’indice k, nous notonspd ∈ Ck( f ) sa nappe descendante,
et pa ∈ Cm−k(− f ) sa nappe ascendante, vues dans les complexes de Morse. Puis,
nous notonspD := D f (pd) ∈ Sk(M) et pA := D− f (pa) ∈ Sm−k(M), les mêmes ob-
jets vus comme chaînes singulières. Il y a un isomorphisme canonique (à signe près)
ν : C∗(− f ) →C∗( f ), donné par

ν(pa) = (−1)|pa|pd,

où pd est la cochaîne duale àpd. Ceci induit un isomorphisme en homologie et donc,
via le théorème d’homologie de Morse, la dualité de Poincaré.

Le théorème d’Eilenberg-Zilber a aussi son équivalent en homologie de Morse.
SoientM et N des variétés de dimensionsm et n respectivement, avec des fonctions de
Morse f : M → R etg : N → R.

Définition 2.1. La somme extérieure f⊕g : M×N → R de f et g est définie par
( f ⊕g)(x,y) := f (x)+g(y).

Cette fonction est aussi Morse-Smale, et ses points critiques sont les paires(x,y) de
points critiques def et g respectivement; l’indice de(x,y) est la somme des indices de
x ety. Le flot gradient négatif def ⊕g est le produit des flots def etg. Par convention,
orientons la nappe descendanteD f⊕g(x,y) = D f (x)×Dg(y) en prenant l’orientation de
D f (x) suivie de celle deDg(y). Avec nos conventions de signes, il y a un isomorphisme
canoniqueΦ : C∗( f )⊗C∗(g) →C∗( f ⊕g) donné par

Φ(x⊗y) := (x,y).

C’est l’équivalent en homologie de Morse du théorème d’Eilenberg-Zilber, selon lequel
le produit croisé× : S∗(M)⊗S∗(N)→ S∗(M×N) est une équivalence d’homotopie na-
turelle, avec inverse homotopiqueθ . Cet isomorphismeΦ est naturel, par la naturalité
du produit croisé et des morphismes d’homologie de Morse, etle fait que le diagramme

(2) S∗(M)⊗S∗(N)
× //

Af⊗Ag

��

S∗(M×N)
θ

oo

Af⊕g

��
C∗( f )⊗C∗(g)

D f ⊗Dg

OO

Φ // C∗( f ⊕g)
Φ−1

oo

D f⊕g

OO

commute dans les deux directions, c’est-à-dire que×◦ (D f ⊗Dg) = D f⊕g◦Φ, et aussi
Af⊕g◦× = Φ◦ (Af ⊗Ag). Autrement dit, nous pouvons écrire(p,q)D = pD ×qD. Par
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convention, le produit des morphismes de complexesδ et η est défini par

(δ ⊗η)(a⊗b) := (−1)|δ ||b|δ (a)⊗η(b),

où la dimension deδ est son degré.

3. Application à la diagonale

Pour tout tempst, la diagonale est homologue au graphe deϕ f
t ainsi qu’au cycle

(

(ϕ f
−t ×ϕ f

t )◦d
)

∗
([M]). Or, le difféomorphismeϕ f

−t ×ϕ f
t est le flotϕ− f⊕ f

t de la fonc-

tion − f ⊕ f sur M ×M. En lui appliquant le théorème d’homologie de Morse, nous
obtenons la limite du cycle. Un calcul simple donne

A− f⊕ f (∆) = ∑
p∈Crit ( f )

(p, p) ∈C∗(− f ⊕ f ).

Puisque∆ est homologue àD− f⊕ f ◦A− f⊕ f (∆), nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 3.1. Avec les notations précédentes,

∆ =

[

∑
p∈Crit ( f )

pA× pD

]

.

C’est une décomposition de la diagonale au niveau des chaînes, mais pas en ho-
mologie, puisqu’en général, les nappes ascendantes et descendantes ne sont pas des
cycles.

Exemple 3.2.PrenonsM = S1. Soient{a1, . . . ,ak} l’ensemble des points critiques
de f d’indice 1, et{b1, . . . ,bk} ceux d’indice 0. Tel qu’illustré à la figure 2, nous
pouvons ordonner les points critiques pour que la différentielle soit∂ai,d = bi,d−bi−1,d,
et donc pour que la différentielle pour− f soit donnée par∂bi,a = ai+1,a−ai,a.

...

b1 b2

a1 a2

bk

ak

FIGURE 2. Fonction de Morse sur le cercle

En vertu de la proposition 3.1, la diagonale est égale à
[

k

∑
i=1

aiA ×aiD +
k

∑
j=1

b jA ×b jD

]

.

Ceci est homologue àa1A× (∑k
i=1aiD)+ (∑k

j=1b jA)×b1D , qui est égal à[pt]× [M]+

[M]× [pt]. Notons que[pt] ∈ H0(M) et [M] ∈ H1(M) sont duaux l’un à l’autre par
rapport au nombre d’intersection.
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4. Calculs et forme d’intersection

Dans cette section, nous trouvons une décomposition de Künneth de la diagonale à
partir de la décomposition de la proposition 3.1.

Rappelons que pour des complexes de chaînesC∗ et D∗, avecC∗ libre, il y a un
isomorphisme canoniqueφ : C∗⊗D∗ → Hom(C∗,D∗) défini par

φ(α ⊗a) := (−1)|α ||a|α(·)a.

Son inverseφ−1 est donné par

φ−1( f ) = ∑
i
(−1)|b

i || f (bi )|bi ⊗ f (bi),

où {bi} est une base deC∗. Ici, le complexe dualC∗ est gradué par le degré des mor-
phismes, c’est-à-dire(C∗)−k = Hom(Ck,Z). Donc le complexe dual deC∗( f ) est gradué
de −m à 0. Désormais, notonsC∗( f ) le complexe gradué de−m à 0, etĈ∗( f ) le
même complexe gradué de 0 àm. Le changement de graduation est l’isomorphisme
π : Ĉ∗( f ) →C∗( f ) défini parπ(α) = (−1)m|α |α .

Proposition 4.1. Soit∆̂∈Sm(M×M) une chaîne représentant la diagonale∆. Alors
les morphismes suivants envoient∆̂ sur idC∗( f ) :

(3) Sm(M×M)
A− f⊕ f
−−−→C∗(− f ⊕ f )

Φ−1

−−−→C∗(− f )⊗C∗( f ) −−−→

ν⊗id
−−−→ Ĉ∗( f )⊗C∗( f )

π⊗id
−−−→C∗( f )⊗C∗( f )

φ
−−−→ Hom(C∗( f ),C∗( f )).

NotonsV ′ le dual d’un moduleV. PuisqueHk−1(C∗) est libre, l’application évalu-
ationβ : Hk(C∗) → Hk(C∗)

′ est un isomorphisme canonique.

Proposition 4.2. SoientC∗ et D∗ des complexes, avecC∗ et H∗(C∗) libres. Consi-
dérons les isomorphismes suivants:

(4) H∗(Hom(C∗,D∗))
φ−1
∗−−−→ H∗(C

∗⊗D∗)
K

−−−→ H∗(C
∗)⊗H∗(D∗) −−−→

β⊗id
−−−→ H∗(C∗)

′⊗H∗(D∗)
φ

−−−→ Hom(H∗(C∗),H∗(D∗)) ,

où K est l’isomorphisme de Künneth. Alors l’image de[h] ∈ H∗(Hom(C∗,D∗)) est
h∗ := H∗(h).

LorsqueD∗ est égal àC∗, la classe deidC∗ est envoyée suridH∗(C∗). Partant de
l’identité aux deux bouts de cette suite de morphismes, nousobtenons une décomposi-
tion de Künneth explicite:

(5)

[

∑
i

(−1)|ci |ci ⊗ci

]

K
7→ ∑

j

(−1)|ej |[ej ]⊗ [ej ],
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où{ci} est une base deC∗ et{[ej ]} est une base deH∗(C∗). L’isomorphisme de Künneth
est naturel, donc le diagramme suivant commute:

(6) H∗(C∗(− f )⊗C∗( f )) K //

(ν⊗id)∗
��

H∗(C∗(− f ))⊗H∗(C∗( f ))

ν∗⊗id∗

��

H∗(Ĉ∗( f )⊗C∗( f ))
K //

(π⊗id)∗
��

H∗(Ĉ∗( f ))⊗H∗(C∗( f ))

π∗⊗id∗

��
H∗(C∗( f )⊗C∗( f )) K // H∗(C∗( f ))⊗H∗(C∗( f )).

Partant du produit de KroneckerH∗(C∗( f ))⊗H∗(C∗( f )) → Z, ce diagramme induit un
produit χ : H∗(C∗(− f ))⊗H∗(C∗( f )) → Z et donne une décomposition de Künneth de
la diagonale en homologie de Morse:

[

∑
p∈Crit ( f )

pa⊗ pd

]

K
7→ ∑

i
(−1)|bi |bi ⊗bi ,

où{bi} est la base duale de{bi} par rapport au produitχ . Cette décomposition peut se
traduire en homologie singulière avec le diagramme commutatif

(7) H∗(S∗(M×M))
θ∗ //

A− f⊕ f ∗

��

H∗(S∗(M)⊗S∗(M))
K //

(A− f⊗Af )∗
��

H∗(S∗(M))⊗H∗(S∗(M))

A− f∗⊗Af∗

��
H∗(C∗(− f ⊕ f ))

Φ−1
∗ // H∗(C∗(− f )⊗C∗( f )) K // H∗(C∗(− f ))⊗H∗(C∗( f )).

Ici, le produit χ induit un produitI : H∗(S∗(M))⊗H∗(S∗(M)) → Z, qui est le nombre
d’intersections à signe près: pour des cyclesσ et τ , nous avons la relation

I(σ ⊗ τ) = (−1)|τ | #(σ ,τ).

Le signe d’un point d’intersection est défini en prenant l’orientation deσ suivie de celle
deτ ; ce nombre est défini comme zéro pour des cycles qui ne sont pasde dimensions
complémentaires dansM.

Le nombre d’intersections est un cas particulier, en dimensions complémentaires,
de la forme d’intersection• : Hi(M)⊗ H j(M) → Hi+ j−m(M), définie comme duale
du cup-produit; voir par exemple [4, Chapitre 6.11]. Avec l’identification canonique
H0(M) ∼= Z, nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 4.3.Soient{bi} une base deH∗(M), et{bi} sa base duale par rapport à
la forme d’intersection, c’est-à-direbi •b j = δi j . La diagonale admet la décomposition
de Künneth

∆ = ∑
i

bi ×bi .

5. Conclusion

Le résultat principal de cet article est le théorème 4.3. Ce n’est pas un résultat
nouveau; voir par exemple [7, Chapitre 11]. Nous avons utilisé une nouvelle méthode
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basée sur la théorie de Morse, qui permet d’obtenir un objet singulier (sous-variété par
morceaux) comme limite d’objets lisses (graphe deϕt ). Nous avons aussi donné une
nouvelle preuve de la naturalité du produit en homologie de Morse.

Une décomposition de Künneth de la diagonale donne ainsi unedécomposition de
n’importe quel graphe. En effet, sif : M → N est continue, et∆M = ∑ai ×bi est une
décomposition de la diagonale deM, alors le graphe def se décompose comme

[gr( f )] = ∑
i

ai × f∗(bi) ∈ Hm(M×N).

Ceci permet notamment de prouver le théorème des points fixesde Lefschetz pour une
variété. En effet, l’indice total des points fixes d’une application f : M → M est égal au
nombre d’intersection∆ • [gr( f )]. Utilisant le théorème 4.3, un calcul simple montre
que ce nombre est égal au nombre de Lefschetz def .

Pour approfondir cette recherche, on pourrait étudier le cas où H∗(M) n’est pas
libre. Alors, les propositions 3.1 et 4.1 demeurent valides, contrairement aux manipu-
lations algébriques de la section précédente.
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English extended abstract

Let M be a closed oriented manifold of dimensionm and∆ ∈ Hm(M ×M) be the
diagonal class. We assume that the homology ofM is free, or else we take homology
with coefficients in a field. So the Künneth isomorphismH∗(M×M)∼= H∗(M)⊗H∗(M)
is natural. Our goal is to give an explicit Künneth decomposition of the diagonal.

The idea is to deform the diagonal along the negative gradient flow {ϕt} of a self-
indexing Morse functionf : M → R. Using the flowid×ϕt on M×M, the diagonal is
smoothly deformed into the graph ofϕt , as shown in Figure 1. Ast goes to infinity, this
submanifold gets closer to a cycle which is decomposed into products. Its image is (1),
whereD f (p) (or A f (p)) denotes the descending (or ascending) or unstable (or stable,
respectively) manifold of a critical pointp. An analog of formula (1) can be found in
[5].

The Morse homology theorem gives a canonical isomorphismH∗(C∗( f ))∼= H∗(M).
We use the proof in [6], completed by [3], which establishes achain-homotopy equiva-
lenceD f : C∗( f )→S∗(M) between the Morse complex and the (generic) singular chain
complex ofM. Basically, this map associates to a critical point its descending manifold.
We denote its homotopic inverse byAf .

We use two Morse homological constructions which are done more thoroughly in
[8], Chapter 5. For a critical pointp of indexk, we denote bypd ∈Ck( f ) its descending
manifold, pa ∈Cm−k(− f ) its ascending manifold, viewed in the Morse complexes, and
by pD := D f (pd) ∈ Sk(M) andpA := D− f (pa) ∈ Sm−k(M) the same manifolds viewed
as chains. Poincaré’s duality is induced by the canonical (up to sign) isomorphism
ν : C∗(− f ) →C∗( f ), given byν(pa) = (−1)|pa|pd, wherepd is the cochain dual topd.
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The Eilenberg-Zilber theorem is induced by the isomorphismΦ : C∗( f )⊗C∗(g) →
C∗( f ⊕g) given byΦ(x⊗y) := (x,y). The isomorphismΦ is natural, by the naturality
of the cross product and the Morse chain morphisms, and the fact that the diagram
(2) commutes in both directions, that is×◦ (D f ⊗Dg) = D f⊞g ◦Φ and Af⊕g ◦× =
Φ◦ (Af ⊗Ag). Then we can write(p,q)D = pD ×qD.

Proposition. With the notations above,

∆ =

[

∑
p∈Crit ( f )

pA× pD

]

.

Proof. A simple computation yields

A− f⊕ f (∆) = ∑
p∈Crit ( f )

(p, p) ∈C∗(− f ⊕ f ).

Now ∆ is homologous toD− f⊕ f ◦A− f⊕ f (∆), whence the result follows. �

Starting from this decomposition at the chain level, we compute a Künneth de-
composition using basic homological algebra. From here on,let C∗( f ) denote the dual
complex graded from−m to 0, andĈ∗( f ) be the same complex graded from 0 tom,
with isomorphismπ : Ĉ∗( f ) →C∗( f ).

Proposition. Let ∆̂ ∈ Sm(M ×M) be a chain in the diagonal class∆. The mor-
phisms (3) map̂∆ onto idC∗( f ).

Proposition. Let C∗ andD∗ be chain complexes, withC∗ andH∗(C∗) free. The
isomorphisms (4) map[h] ∈ H∗(Hom(C∗,D∗)) ontoh∗ := H∗(h).

Corollary. The identity yields the explicit Künneth decomposition(5), where{ci}
is a basis ofC∗ and{[ej ]} is a basis ofH∗(C∗).

This decomposition is translated into Morse homology usingdiagram (6), then to
singular homology using diagram (7), which yields the following.

Theorem. Let {bi} be a basis ofH∗(M), and{bi} its dual basis with respect to the
intersection form, that isbi •b j = δi j . The diagonal has the Künneth decomposition

∆ = ∑
i

bi ×bi .

This is not a new result; see for instance [7, Chapter 11]. Ourproof using Morse
theory is new though. We have also given a new proof that the product in Morse ho-
mology is natural.
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