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Aufgabe 1. Seien X und Y Réume. Zeigen Sie, dass Homotopie f ~ ¢ eine Aquiva-
lenzrelation auf der Menge aller stetigen Abbildungen X — Y definiert.

Losung. Reflexivitit. Die stationdre Homotopie
H: X xI—=>Y
H(z,t) = f(z)

bezeugt die Relation f ~ f. Hier ist H stetig, als Verkettung stetiger Abbildungen

Px f

X x1I X Y.

Symmetrie. Es seien f,g: X — Y (stetige) Abbildungen, und H: X x I — Y eine
Homotopie von f nach g. Dann ist die Abbildung

H:XxI—Y
H'(z,t) = H(z,1—1)

stetig, als Verkettung stetiger Abbildungen

idxXO' H

XX — XxI — Y,

wo o: I — I die Spiegelung o(t) = 1—t bezeichnet. Dariiber hinaus gelten die Gleichungen

{H/(x,O) = H(z,1) = g(x)
H'(x,1) = H(z,0) = f(z)

fiir alle x € X, was die Relation g ~ f zeigt.
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Transitivitdt. Sei G: X x I — Y eine Homotopie von f nach g und H: X x I - Y
eine Homotopie von g nach h. Wir definieren die Zusammensetzung

GeH: X xI—=Y

von G und H durch die Formel

(GeH)(x,t)= {

G(z,2t) wenn (
H(z,2t —1) wenn 3

Die Abbildung G e H ist stetig, weil ihre Einschriankungen auf den abgeschlossenen Teil-

mengen X x [0,3] und X x [3,1] stetig sind. (Siehe Lemma unten.) Ferner gelten die
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Gleichungen
(G e H)(x,0) = G(z,0) = f(z)
(GeH)(x,1) = H(xz,1) = h(x)
fiir alle x € X, was die Relation f ~ h zeigt. [

Lemma. Fs sei f: X — Y eine Funktion zwischen Topologischen Rdumen, und A, B C
X abgeschlossene Teilmengen mit X = AU B. Wenn die Einschrinkungen fla: A —Y
und f|g: B =Y stetig sind, dann ist f: X — Y stetig.



Aufgabe 4. Sei V ein topologischer reeller Vektorraum. Eine Teilmenge K C V' heif3t:
e konvex, wenn fiir alle x,y € K, die Strecke zwischen x und y in K liegt, das heifit,
Ar 4 (1 =Ny € K gilt fiir alle A € [0, 1].

e sternformig, wenn es ein x € K gibt, so dass fiir alle y € K, die Strecke zwischen
x und y in K liegt.

(a) Zeigen Sie, dass jede (nichtleere) konvexe Menge sterformig ist. Geben Sie ein Ge-
genbeispiel fiir die Umkehrung.

Losung. Sei K C V eine nichtleere konvexe Menge, und z € K. Dann ist K sternformig
mit Sternzentrum x, das heifit, fiir alle y € K liegt die Strecke zwischen x und y in K.

Nun betrachten wir die ,Ecke* L C R?

L = ({0} x [0,1]) U ([0, 1] > {0}).

Dann ist L sternféormig mit dem Ursprung (0,0) € L als Sternzentrum. Allerdings ist L
nicht konvex, weil die Strecke zwischen (0,1) und (1,0) nicht in L enthalten ist. Zum
Beispiel gilt (0.3,0.7) ¢ L. O

(b) Zeigen Sie, dass jede sternformige Menge zusammenziehbar ist. Geben Sie ein Ge-
genbeispiel fiir die Umkehrung.

Losung. Sei 2y € K ein Sternzentrum fiir K. Nach Definition liegt der Punkt
H(y,t) :== (1 —t)y + txg

in K fir alle y € K und t € [0, 1], sodass diese Formel eine Abbildung H: K x I — K
definiert (die auflerdem stetig ist). Ferner gelten die Gleichungen

H(y,0) =y
H<y7 1) = Zo
fiir alle y € K, sodass H eine Kontraktion von K auf z; ist.
Nun betrachten wir die ,,U-férmige“ Teilmenge U C R?
U = ({0} x [0, 1)) u ([0,1] x {0}) U ({1} x [0,1]).

Dann ist U zusammenziehbar. Allerdings ist U nicht sterférmig. Wenn es ein Sternzentrum
xo fiir U gébe, miisste es Sowohl in {0} x [0, 1] als auch in {1} x [0, 1] liegen. O



Definition. Ein Teilraum A C X heifit ein Retrakt von X, wenn es eine Abbildung
r: X — A gibt mit 7|4 = ida: A — A. Anders gesagt besitzt die Inklusionsabbildung
t: A — X ein linksinverses r: X — A, mit . = id4. So eine Abbildung r: X — A heifit
eine Retraktion zu 1: A — X.

Gilt dariiber hinaus tr ~ idx, so heifit A ein Deformationsretrakt von X.
Gilt dariiber hinaus tr ~ idx rel A, so heifit A ein starker Deformationsretrakt von

X.

Bemerkung. Explizit gesagt besteht eine Deformationsretraktion von X auf A C X aus
einer (stetigen) Abbildung H: X x I — X die die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. H(z,0) =z fiir alle z € X.
2. H(z,1) € Afiir alle x € X.

3. H(a,1) =a fir alle a € A.

Eine starke Deformationsretraktion von X auf A C X erfiillt die zwei ersten Bedingungen
und die stiarkere Variante:

3tk H(a,t) = a fiir alle a € A und alle t € I.



Aufgabe 5. Es sei p € R". Zeigen Sie, dass eine Sphire S"~! ein starker Deformations-
retrakt von R"™ \ {p} ist.

Insbesondere gibt es eine Homotopiediquivalenz R™ \ {p} ~ ™71,

Losung. Da die Translation z — x — p einen Homoéomorphismus R" — R" definiert,
kann man p = 0 annehmen, ohne Beschrankung der Allgemeinheit. Nun nehmen wir die
iibliche Einheitssphire S"~' € R" \ {0}. Wir definieren eine Abbildung

H: (R"\ {0}) x I — R"\ {0}

durch die Formel
H(z,t)=(1—t)x +t—-.

Dann ist H eine starke Deformationsretraktion von R" \ {0} auf S"~! was wir jetzt
beweisen.

H ist wohldefiniert. Die Werte von H liegen tatséchlich in R™ \ {0}. Fiir alle z €
R”™\ {0} gilt die Implikation

(1-— )x—i—t =0

& ((1—t)+||t7”)x:0

t
=(1-t)+-—=0
]l

S(1=t|z||+t=0
= (1—1t)||z|| =0und t =0 weil beide Terme nichtnegativ sind
<t=1und t =0,

was H(z,t) # 0 zeigt.

H ist stetig, als Linearkombination stetiger Abbildungen.

Fiir alle z € R™ \ {0} gelten die Gleichungen

H(z, 0)—1:L’+0|| || =z

H(z,1) =0z +1— = —— € §"L,

Fiir alle a € S" ! und t € I gilt

H(a,t) = (1 —t)a + t—

=(l—t)a+ta
=a. U



Aufgabe 7. (Vergleiche Hausaufgabe 2 #1) Man bezeichnet mit Conn(X) die Menge
der Zusammenhangskomponenten eines Raumes X.

Essel f: X — Y eine (stetige) Abbildung zwischen Raumen. Man definiert eine induzierte
Funktion
f«: Conn(X) — Conn(Y),

manchmal auch mit Conn(f) bezeichnet, durch die Formel f.[z] := [f(z)], wo [z] die
Zusammenhangskomponente von x € X bezeichnet.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f, wohldefiniert ist.

(b) Zeigen Sie, dass f. vertrédglich ist mit Komposition und Identitidten. Anders gesagt
gilt die Gleichung

(9f)s = gufs
fiir alle Abbildungen f: X — Y und ¢g: Y — Z, sowie
(1dX)* = idConn(X)

fiir alle Raume X.

(c) Zeigen Sie, dass Conn homotopieinvariant ist im folgenden Sinne: homotopische
Abbildungen f ~ g: X — Y induzieren dieselbe Funktion

f« = g«: Conn(X) — Conn(Y).

(d) Esseien homotopiedquivalente Rdume X ~ Y. Zeigen Sie, dass die Mengen Conn(X)
und Conn(Y) in Bijektion zueinander stehen.

Insbesondere ist X genau dann zusammenhéngend, wenn Y es ist.

Losung von (a)-(d). Ahnlich wie Hausaufgabe 2 #1. Fiir (a) benutzt man, dass das
stetige Bild einer zusammenhéngenden Teilmenge wiederum zusammenhéngend ist. Fiir
(c) benutzt man diese Tatsache: wenn es einen Weg zwischen z und y gibt, dann liegen z
und y in der selben Zusammenhangskomponente.



(e) Man bezeichnet mit ny : mo(X) — Conn(X) die Funktion, die einer Wegkomponente
C' die Zusammenhangskomponente zuordnet, die C' enthélt. Zeigen Sie, dass n natiirlich
ist im folgenden Sinne: fiir jede Abbildung f: X — Y kommutiert das Diagramm

nx

mo(X) —— Conn(X)
mo(f) j l Conn(f)

ny

mo(Y) —— Conn(Y).

Losung. Bezeichne man mit [z]. die Zusammenhangskomponente von € X und mit
[2]pe die Wegkomponente von z. Dann ist die Funktion nx durch diese Gleichung definiert:

nx ([#]pe) = [2]e-
Fur alle [z],. € mo(X) gelten deshalb die Gleichungen in Conn(Y)

Conn(f)nx ([z]pe) = Conn(f)[z].

= [f(@)]
My mo(f)([x]pe) = ny [ (@)]pe
= [f(@)le. O



(f) Es seien homotopiedquivalente Réume X ~ Y, wo X die folgende Eigenschaft erfiillt:
die Wegkomponenten von X stimmen mit seinen Zusammenhangskomponenten iiberein.
Zeigen Sie, dass auch Y diese Eigenschaft erfiillt.

Losung. Die Wegkomponenten von X stimmen mit seinen Zusammenhangskomponen-
ten genau dann iiberein, wenn die Surjektion nx : mo(X) — Conn(X) bijektiv ist. Nun sei
f: X =Y eine Homotopiedquivalenz. Nach Aufgabe (e) kommutiert das Diagramm

nx

mo(X) —— Conn(X)
wo(f) l o = l Conn(f)

Ny

mo(Y) —— Conn(Y),

wo die nach unten zeigenden Pfeile Bijektionen sind, nach Aufgabe (d). In diesem Fall
ist die obere Abbildung nx genau dann bijektiv, wenn die untere Abbildung 7y bijektiv
ist. [

Bemerkung. Die sogenannte Sinuskurve des Topologen
1
S = {(x,sin~) | z € (0,1]} U {0} x [-1,1] C R?
x

erfiillt die besagte Eigenschaft nicht. Namlich ist S zusammenhéngend, hat allerdings zwei
Wegkomponenten.



Aufgabe 9. Zeigen Sie, dass alle Abbildungen ¢: I — I mit ¢(0) = 0 und ¢(1) =1
homotop zueinander sind relativ zu {0, 1}.

Losung. Es seien ¢,1: I — I mit ¢(0) = ¢(0) = 0 und ¢(1) = ¢(1) = 1. Da das
Intervall I konvex ist, bleibt die lineare Homotopie H zwischen ¢ und ¢ in I. Genauer
gesagt ist H: I x I — [ durch diese Formel gegeben:

H(z,t) = (1 —1t)p(z) + tp(x).
Ferner erfiillt H die Gleichungen
H(0,) = (1 — t)p(0) + t16(0) = (1 — £)0 + 0 = 0
H1l,t)=1-t)e)+t(l)=(1-t)1+tl=1

fiir alle ¢ € I, sodass die Homotopie H relativ zu {0, 1} ist. O



Aufgabe 11. Sei X ein Raum und zy,x; € X Punkte in derselben Wegkomponente.
Wenn 71 (X, zg) abelsch ist, Zeigen Sie, dass (X, x¢) und 7 (X, 21) kanonisch isomorph
sind, das heifit, man kann einen Isomorphismus m (X, z9) = m(X,z1) finden, der von
keiner Wahl abhéingt.

Losung. Ein Weg v: I — X von xy nach x; induziert den Isomorphismus

(p,yi 7T1(X, LCQ) i 7T1(X, Il)

Unter der Voraussetzung, dass (X, zg) abelsch ist, hdngt der Isomorphismus ¢, nicht
vom Weg v ab. Es sei §: I — X ein anderer Weg von xy nach z;. Fiir alle [a] € m (X, z0)
gilt die Gleichung in (X, z1):

oy ([a]) @ ps(] = (] Jo ) e (o] [9])

= (1] -M)'([é]1 H o ([0]7H)7)
=[] el ] ([v] e [6]) @ [a]™" o [d]
— [y e ([y]e[0] ) e [a]ea] e [6] weil m (X, a0) abelsch ist

= () e[y]) e [0] " e ([a] e [a] ") e [d]
=[] o [J]

=1.

Daraus folgt die behauptete Gleichung ¢ ([a]) = @s([a]). O
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