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Aufgabe 1. Scien X und Y Réume. Zeigen Sie, dass Homotopie f =~ ¢ eine Aquivalenzre-
lation auf der Menge aller stetigen Abbildungen X — Y definiert.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass Homotopie vertraglich mit Komposition ist. Das heifit, gege-
ben f~f:X—=>Yudg~g¢:Y — Z dann gilt gf ~¢'f": X — Z.

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass die Relation unter Rdumen X ~ Y (,, X ist homotopiedquiva-
lent zu Y“) eine Aquivalenzrelation definiert.

Aufgabe 4. Sei V ein topologischer reeller Vektorraum. Eine Teilmenge K C V heif3t:

e konvex, wenn fiir alle z,y € K, die Strecke zwischen z und y in K liegt, das heifit,
Ax 4 (1 =Ny € K gilt fiir alle A € [0,1].

e sternféormig, wenn es ein x € K gibt, so dass fiir alle y € K, die Strecke zwischen x
und y in K liegt.

(a) Zeigen, dass jede konvexe Menge sterformig ist. Geben Sie ein Gegenbeispiel fiir die
Umkehrung.

(b) Zeigen, dass jede sternférmige Menge zusammenziehbar ist. Geben Sie ein Gegenbeispiel
fiir die Umkehrung.



Definition. Ein Teilraum A C X heifit ein Retrakt von X, wenn es eine Abbildung r: X —
A gibt mit r|4 =ida: A — A. Anders gesagt besitzt die Inklusionsabbildung ¢: A < X ein
linksinverses r: X — A, mit 7. = id4. So eine Abbildung r: X — A heifit eine Retraktion
i A— X.

Gilt dariiber hinaus tr ~ idx, so heifit A ein Deformationsretrakt von X.

Gilt dariiber hinaus tr ~ idx rel A, so heiit A ein starker Deformationsretrakt von X.

Aufgabe 5. Es sei p € R". Zeigen Sie, dass eine Sphire S™! ein starker Deformationsre-
trakt von R™ \ {p} ist.

Insbesondere gibt es eine Homotopiediquivalenz R \ {p} ~ S"~1.

Aufgabe 6. Das Mobiusband M ist der Quotientenraum des Quadrats 1%/ ~ beziiglich
der Relation (0,t) ~ (1,1 —¢) fiir alle t € I. Anders gesagt hat man zwei gegeniiberliegende
Seiten identifiziert, wie in dieser Grafik dargestellt:

Zeigen Sie, dass ein Kreis S* ein starker Deformationsretrakt von M ist.

Insbesondere gibt es eine Homotopiedquivalenz M ~ S*.

Aufgabe 7. (Vergleiche Hausaufgabe 2 #1) Man bezeichnet mit Conn(X) die Menge der
Zusammenhangskomponenten eines Raumes X.

Es sei f: X — Y eine (stetige) Abbildung zwischen Réumen. Man definiert eine induzierte

Funktion
f«: Conn(X) — Conn(Y),

manchmal auch mit Conn( f) bezeichnet, durch die Formel f,[z] := [f(z)], wo [z] die Zusam-
menhangskomponente von z € X bezeichnet.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f, wohldefiniert ist.

(b) Zeigen Sie, dass f, vertréglich ist mit Komposition und Identitdten. Anders gesagt gilt
die Gleichung



fiir alle Abbildungen f: X — Y und ¢g: Y — Z, sowie

(ldX)* = idCOnn(X)

fiir alle Raume X.

(c) Zeigen Sie, dass Conn homotopieinvariant ist im folgenden Sinne: homotopische Abbil-
dungen f ~ ¢g: X — Y induzieren dieselbe Funktion

f« = g«: Conn(X) — Conn(Y).

(d) Es seien homotopiedquivalente Raume X ~ Y. Zeigen Sie, dass die Mengen Conn(X)
und Conn(Y) in Bijektion zueinander stehen.

Insbesondere ist X genau dann zusammenhédngend, wenn Y es ist.

(e) Man bezeichnet mit nx : mo(X) — Conn(X) die Funktion, die einer Wegkomponente C
die Zusammenhangskomponente zuordnet, die C' enthélt. Zeigen Sie, dass n natirlich ist im
folgenden Sinne: fiir jede Abbildung f: X — Y kommutiert das Diagramm

nx

mo(X) —— Conn(X)

mo(f) j j Conn(f)

ny

m(Y) —— Conn(Y).

(f) Esseien homotopiedquivalente Raume X ~ Y wo X die folgende Eigenschaft erfiillt: die
Wegkomponenten von X stimmen mit seinen Zusammenhangskomponenten iiberein. Zeigen
Sie, dass auch Y diese Eigenschaft erfiillt.

Bemerkung. Die sogenannte Sinuskurve des Topologen
1
S = {(x,sin~) | z € (0,1]} U {0} x [-1,1] C R?
x

erfiillt die besagte Eigenschaft nicht. Namlich ist S zusammenhéingend, hat allerdings zwei
Wegkomponenten.

Aufgabe 8. Es seien «,3,7: I — X Wege, die die Gleichungen a(1) = £(0) und 8(1) =
~(0) erfiillen. Finden Sie eine explizite Weghomotopie

(ceB)ey~ae(Bfery) rel {0,1}.



Aufgabe 9. Zeigen Sie, dass alle Abbildungen ¢: I — I mit ¢(0) = 0 und ¢(1) = 1
homotop zueinander sind relativ zu {0, 1}.

Aufgabe 10. Sei X ein Raum mit Basispunkt zq € X, und C C X die Wegkomponente
von xg. Zeigen Sie, dass die Fundamentalgruppen 7 (X, zo) und 7 (C, zo) isomorph sind.

Aufgabe 11. Sei X ein Raum und z(, z; € X Punkte in derselben Wegkomponente. Wenn
(X, zo) abelsch ist, Zeigen Sie, dass 71 (X, x¢) und 7 (X, z1) kanonisch isomorph sind, das
heifit, man kann einen Isomorphismus (X, z9) = m(X, 1) finden, der von keiner Wahl
abhéngt.



