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Aufgabe 4. Seien A C X und B C Y Teilmengen von Rédumen. Einerseits erben A und
B die jeweiligen Teilraumtopologien, die dann die Produkttopologie Taxp proa auf A x B
induzieren. Andererseits tragt X x Y die Produkttopologie, die dann die Teilraumtopologie
Tax B ren auf die Teilmenge A x B C X x Y induziert. Zeigen Sie, dass diese zwei Topologien
auf A x B iibereinstimmen, das heifit, Taxp pProd = Tax B Teil-

Losung. Fiir alle Teilmengen U C X und V C Y gilt die Gleichung
(UxV)N(Ax B)=(UnNA)x(VnB).
Das Mengensystem iiber X x Y
Bxwy ={U xV | U C X offen, V CY offen}
bildet eine Basis der Produkttopologie auf X x Y. Deshalb bildet das Mengensystem
Baxpren = {(UXV)N(AX B)|UC X offen, V CY offen}
eine Basis der Teilraumtopologie auf A x B. Andererseits gilt die Gleichung

Baxpren = {(UNA)x (VNB)|UC X offen, V C Y offen}
={U' xV"|U" C A offen, V' C B offen},

wo Letzteres eine Basis der Produkttopologie auf A x B bildet. O]



Alternative Losung. Die Inklusionsabbildungen t4: A <— X und tg: B — Y sind stetig.
Ihr Produkt

LAXLB=LAXB

Ax B X xY

ist auch stetig beziiglich der Produkttopologien. Daraus folgt Taxp et € Tax B Prod-

Die Projektionen px: X xY — X und px: X XY — Y sind stetig. Das kommutative
Diagramm

LAXB

(A X B77j4><B,Teil) —— X XY

| pxt

Ac X

zeigt, dass tapa = pxtaxp stetig ist, und daher pa: (A X B, Taxp1en) — A auch. Ebenfalls
ist die Projektion pp: (A X B, Taxpren) — B stetig. Daraus folgt Taxp prod € Taxpre. U



Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass der n-Wiirfel und die n-Kugel homéomorph sind: I™ = D™.

Losung. Statt des Intervalls I = [0, 1] nehmen wir das homéomorphe Intervall [—1,1] = [
und den Wiirfel [—1,1]" = I". Es gelten die Gleichungen

D" ={x e R" [ |zfl; <1}
LA ={z e R" [ lz]l < 1},

Wir definieren die Abbildung f: D™ — [—1, 1]" durch die Formel

f(2) = ||x||2m fir x # 0
0 firz =0

und ebenfalls die Abbildung ¢: [—1,1]" — D™ durch

||| fiir 2 # 0
ofa) = { =T
0 fir x = 0.

Dann sind f und ¢ beide stetig, und invers zueinander. O



Aufgabe 8. Sei X ein topologischer Raum und ¢: X — @ eine surjektive Abbildung.
Zeigen Sie, dass die Quotiententopologie auf @) die folgende (universelle) Eigenschaft erfiillt:

(a) Die Quotientenabbildung ¢: X — @ ist stetig.

(b) Eine Abbildung f: @ — Z ist genau dann stetig, wenn die Komposition fq: X — Z
stetig ist, wie in diesem Diagramm dargestellt:

Losung. (a) Sei U C @ eine offene Teilmenge. Dann ist ihr Urbild ¢~ (U) C X offen in X,
per Definition der Quotiententopologie auf Q).

(b) Wenn f: Q — Z stetig ist, dann ist fq: X — Z stetig, als Komposition von stetigen
Abbildungen. Nehmen wir jetzt an, dass fq: X — Z stetig ist. Sei V' C Z eine offene
Teilmenge. Wir wollen zeigen, dass ihr Urbild f~}(V) C Q offen ist. Da fq: X — Z stetig
ist, ist das Urbild

(f)'(V)=¢ ' fH(V)C X
offen in X. Per Definition der Quotiententopologie, ist f~1(V') C Q offen in Q. O



Aufgabe 9. Finden Sie einen Quotientenraum von R, der nicht hausdorffsch ist.

Losung. Kollabiert man die Teilmenge (5,6) C R auf einen Punkt, erhdlt man einen Quo-
tientenraum R/(5,6), der nicht hausdorffsch ist—mnicht einmal 77! Jede Umgebung von 5 in
R/(5,6) enthdlt den Punkt (5,6) € R/(5,6). O



Aufgabe 11. Zeigen Sie, dass die Raume
DU D" ~= 85"

homéomorph sind, wo die Aquivalenzrelation ~ wie folgt definiert wird. Fir € D"
bezeichne (1) € D" II D™ den entsprechenden Punkt im ersten Summanden, das heifit,
M) = 1 (x), und ebenso 1 = 1y(x) € D" II D™. Dann identifiziert man fiir jedes € D"
die entsprechenden Punkte z(M) ~ 2.

Losung. Betrachte man R"*! = R” x R und die Abbildung fo: D" — S, die die Kugel
auf die obere Hemisphare abbildet:

fo(x) = (z, /1 — [|z]]?).

Dann ist fo stetig, weil ihre n + 1 Komponenten stetig sind. Dartiber hinaus ist fo ein
Homo6omorphismus auf die obere Hemisphére, mit Inverse die Projektion

PR Spere — D"

obere
auf die ersten n Koordinaten. Bezeichnet man « = (x4, ..., x,), dann liegt ein Punkt
(X1, Ty Tpy1) = (T, 2p01) ER" X R

in der oberen Hemisphire S%  C R"*! genau dann, wenn er die Bedingungen

obere

i+ tan+any =1= |zl +a,
anrle

erfilllt. Das heiit, der Punkt ist der Gestalt (z, /1 — ||x]|?) fir ein z € D"

Betrachte man ebenfalls die Abbildung fi;: D™ — S™, die die Kugel auf die untere Hemisphére

abbildet:

fo(@) = (z, =1 = [|l=]]?).
Wir betrachten die Abbilding f: D™ Il D" — S™, deren Einschrankung auf den jeweiligen
Summanden fo und fy ist. Dann ist f stetig und auflerdem surjektiv, wegen der Gleichung
St =5 USt

obere untere*

Allerdings ist f nicht injektiv. Da die Einschrankungen fo und fy injektiv sind, kann die
Injektivitat von f nur dann scheitern, wenn man Argumente aus verschiedenen Summanden
nimmt:

@) = 1) & folw) = fu(v)
& (2. VT=Tl?) = (v —V1-TolP)

& x=yund |zf| = |y =1

o 20~ y@),



Daher induziert f eine stetige Abbildung von dem Quotienten

f:(D"IID")) ~ = S™,

die surjektiv ist, weil f es war, und auch injektiv, wegen der Implikation f(x) = f(2') =
x o~

Da die Kugel D™ kompakt ist, ist der St_lmmenraum D™ II D™ auch kompakt, wie auch der
Quotientenraum (D"I1D™)/ ~. Nun ist f eine stetige Bijektion von einem kompakten Raum
in einen Hausdorff-Raum, deshalb ein Homéomorphismus. O



