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Aufgabe 1. Sei § ein Mengensysem tiber einem topologischen Raum X. Zeigen Sie, dass
die von S erzeugte Topologie Ts tatsachlich eine Topologie ist.

Zur Erinnerung besteht 7s aus beliebigen Vereinigungen von endlichen Schnitten von Teil-
mengen aus S.

Aufgabe 2. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Die Formel

d((z,y), (2",y)) = dx(2,2") + dy(y,y')

definiert eine Metrik auf X x Y. Zeigen Sie, dass die metrische Topologie auf X x Y gleich
ist der Produkttopologie der jeweiligen metrischen Topologien auf X und Y.

Aufgabe 3. Seien X und Y kompakte Raume. Zeigen Sie, dass der Produktraum X x Y
kompakt ist.

Aufgabe 4. Seien A C X und B C Y Teilmengen von Rédumen. Einerseits erben A und
B die jeweiligen Teilraumtopologien, die dann die Produkttopologie Taxp proa auf A x B
induzieren. Andererseits tragt X x Y die Produkttopologie, die dann die Teilraumtopologie
Taxp,ten auf die Teilmenge A x B C X x Y induziert. Zeigen Sie, dass diese zwei Topologien
auf A x B iibereinstimmen, das heifit, Taxp proa = TaxB,Teil-

Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass der n-Wiirfel und die n-Kugel homéomorph sind: I™ = D™,

Aufgabe 6. Seien X und Y topologische Raume. Zeigen Sie, dass die Summentopologie
auf der disjunkten Vereinigung X I1Y die folgende (universelle) Eigenschaft erfiillt:
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(a) Die Inklusionen der Summanden tx: X < X IIY und ty: Y — X II'Y sind stetig.

(b) Eine Abbildung f: X Y — Z ist genau dann stetig, wenn ihre Einschréankung auf
jedem Summanden f|x = fix: X — Z und fly = fiy: Y — Z stetig ist, wie in
diesem Diagramm dargestellt:

X Y
\Lx :Y/
XY

il
: f foy
Y
Z.

Aufgabe 7. Seien X und Y kompakte Raume. Zeigen Sie, dass der Summenraum X 1Y
kompakt ist.

Aufgabe 8. Sei X ein topologischer Raum und ¢: X — @ eine surjektive Abbildung.
Zeigen Sie, dass die Quotiententopologie auf @) die folgende (universelle) Eigenschaft erfiillt:

(a) Die Quotientenabbildung q: X — @ ist stetig.

(b) Eine Abbildung f: @ — Z ist genau dann stetig, wenn die Komposition fq: X — Z
stetig ist, wie in diesem Diagramm dargestellt:

Aufgabe 9. Finden Sie einen Quotientenraum von R, der nicht hausdorffsch ist.

Aufgabe 10. Man betrachte den Rand der n-Kugel 9D™ = S"~!. Zeigen Sie, dass der
Quotientenraum D™/0D"™ homéomorph zu einer n-Sphére ist: D"/0D™ = S™. Hier hat man
den Rand dD™ auf einen Punkt kollabiert.



Aufgabe 11. Zeigen Sie, dass die Raume
DU D" ~= 8"

homoomorph sind, wo die Aquivalenzrelation ~ wie folgt definiert wird. Fir z € D"
bezeichne x;) € D" II D" den entsprechenden Punkt im ersten Summanden, das heif3t,
x(1y = t1(x), und ebenso x(9) = ta(x) € D" 11 D". Dann identifiziert man fiir jedes z € 9D
die entsprechenden Punkte x(1) ~ z(y).

Aufgabe 12. FEine Teilmenge A C R heifit ein Intervall, wenn fir alle a,b € A mit
a < b die Inklusion [a,b] C A gilt. Zeigen Sie, dass ein Teilraum A C R genau dann
zusammenhéangend ist, wenn A ein Intervall ist.

Aufgabe 13. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen Raumen, wo X zusam-
menhéngend ist. Zeigen Sie, dass das Bild f(X) C Y zusammenhéngend ist.



