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Definition. Ein Raum X heifit lokal wegzusammenhingend (im starken Sinne), wenn
es fiir jeden Punkt x € X und jede Umgebung V' von z eine offene Umgebung U von x mit
U C V gibt, sodass U wegzusammenhéngend ist.

Anschaulicher gesagt, hat x beliebig kleine wegzusammenhéngende Umgebungen.

Aufgabe 1. Esseip: X — X eine surjektive Uberlagerung. Zeigen Sie, dass X genau dann
lokal wegzusammenhéngend ist, wenn X es ist.

Losung. (=) Sei x € X und V C X eine Umgebung von z. Wir suchen eine in V' enthal-
tene wegzusammenhéngende offene Umgebung von x. Sei U C X eine trivialisierende offene
Umgebung von z. Da p: X — X surjektiv ist, gibt es ein Urbild z € X mit p(Z) = x. Sei
U C p~X(U) das eindeutige Blatt mit 7 € U.

Da X lokal wegzusammenhéngend ist, gibt es eine wegzusammenhéngende offene Umgebung
C von z, die die Inklusion o
cCcunp V)

erfiillt. Somit ist C' := p(C') C X eine wegzusammenhingende offene Umbegung von z, die
die Inklusion
ccounv

erfiillt, insbesondere C' C V.
(<) Sei 7 € X und V C X eine Umgebung von . Wir suchen eine in V enthaltene wegzu-

sammenhéngende offene Umgebung von 7. Sei U C X eine trivialisierende offene Umgebung
von z := p(T), und U C p~}(U) das eindeutige Blatt mit 7 € U.



Da X lokal wegzusammenhéngend ist, gibt es eine wegzusammenhéngende offene Umgebung
C von z, die die Inklusion L
ccplUnyV)

erfiillt. Somit ist C := U N pH(C) C X eine wegzusammenhéngende offene Umbegung von
z, die die Inklusion

ccounv
erfiillt, insbesondere CCV. O]



Bemerkung 1. Eine surjektive Uberlagerung p: X — X ist automatisch eine Quotientenab-
bildung; vgl. Hausaufgabe 5 #2. Dies liefert eine alternative Losung der Implikation (=). Ist
X lokal wegzusammenhéngend, so ist X lokal wegzusammenhéngend, angesichts des Satzes 2.

Satz 2. Es sei q: X — @ eine Quotientenabbildung. Ist X lokal wegzusammenhdngend, so
1st Q lokal wegzusammenhdngend.

Beweis. Siehe [4]. O

Bemerkung 3. Wir stellen fest, dass die gegebene Losung wenig mit Wegzusammenhang zu
tun hatte. Tatséchlich zeigt ein dhnliches Argument den allgemeineren Satz 5.

Definition 4. Eine (stetige) Abbildung f: X — Y heifit ein lokaler Homdomorphismus,
falls es zu jedem Punkt x € X eine offene Umgebung U C X gibt, sodass f(U) C Y offen in

Y ist, und die Einschrankung f|y: U = (U) ist ein Homéomorphismus.

Siehe auch [3]. Jede Uberlag@rung ist ein lokaler Homdomorphismus, aber nicht jeder lokale
Homd&omorphismus ist eine Uberlagerung [2, §53].

Satz 5. Sei P eine topologische Eigenschaft' und f: X — Y ein lokaler Homéomorphismus.

1. Ist'Y lokal P, so ist X lokal P.
2. Ist f: X =Y surjektiv und X lokal P, so ist'Y lokal P.

!Das heifit, eine Eigenschaft bestimmter topologischer Riume, die unter Hom&omorphie invariant ist.
Beispiele fiir topologische Eigenschaften sind: zusammenhingend, wegzusammenhéingend, hausdorffsch, kom-
pakt, zusammenziehbar, usw.



Aufgabe 2. Es sei X ein lokal wegzusammenhéngender Raum.

(a) Falls X zusammenhéngend ist und 71 (X) endlich ist, zeigen Sie, dass jede Abbildung
f: X — S! nullhomotop ist.

Losung. Man betrachte die universelle Uberlagerung p: R — S*. Da 71 (X) endlich ist, ist
der von f: X — S* induzierte Homomorphismus f,: 7 (X) — m(S) 2 Z trivial. Somit gilt
die Gleichung von Untergruppen in 7 (S!)

fu(m(X)) = {0} = p.(m(R)),

insbesondere die Inklusion fi (71 (X)) C p.(m(R)). Ferner ist X lokal wegzusammenhéngend,

sodass es eine Hochhebung f: X — R von f: X — S' entlang der Uberlagerung p: R — S*
gibt, wie in diesem Diagramm:
R
af oz
RE
7/

X — S
f

Da R zusammenziehbar ist, ist die Abbildung ]?: X — R nullhomotop, weshalb f = pf
ebenfalls nullhomotop ist. O]

(b) Verallgemeinern Sie die Aussage auf den Fall, wo jedes Element a € m(X) endliche
Ordnung hat.

Losung. Falls jedes Element a € m(X) endliche Ordnung hat, gibt es nur den trivia-
len Gruppenhomomorphismus m(X) — Z, weil die Gruppe Z torsionsfrei ist. Die {ibrigen
Schritte des Beweises gehen unverédndert. O



(c) Verallgemeinern Sie die Aussage weiter auf den Fall, wo fiir jeden Basispunkt zy € X
jedes Element a € 7 (X, z¢) endliche Ordnung hat. (X muss nicht zusammenhéngend
sein.)

Losung. Jede Wegkomponente C' von X ist wiederum lokal wegzusammenhéngend. Folglich
trifft die Aussage (b) auf die Einschrinkung f|c: C' — S zu, sodass f|c nullhomotop ist. Da
St wegzusammenhingend ist, ist f|c sogar homotop zur konstanten Abbildung ¢,,: C' — S*
in einen festgelegten Basispunkt 3, € S*.

Als lokal wegzusammenhéngender Raum ist X das Koprodukt seiner Wegkomponenten:

X%HC’.

CGTI’Q(X)

Daraus folgt, dass die verschiedenen Nullhomotopien f|c =~ ¢,, gemeinsam eine Homotopie
f ~ ¢y, bestimmen. [



Aufgabe 3. Es sei X ein zusammenhéngender, lokal wegzusammenhéngender Raum, mit
Basispunkt zy € X. Seien p;: X; — X und ps: Xy — X zusammenhingende Uberlagerun-
gen, mit Basispunkten 7, € p; ' (zo) und Ty € p; ' ().

(a) Zeigen Sie, dass es einen (punktierten) Morphismus von Uberlagerungen

- f ~
(X1, 1) (Xy, 72) (1)

(X, l’o)

genau dann gibt, wenn die Inklusion von Untergruppen

pl*(ﬂl()?17§1>) - pQ*(Wl()?QaZi:Z))

in 71 (X, zo) gilt. Ferner ist ein solcher Morphismus f eindeutig, falls es ihn gibt.

Loésung. Da X lokal wegzusammenhéngend ist, ist )?1 es auch, laut Aufgabe 1. Zusétzlich
dazu ist X zusammenhéngend (nach Voraussetzung), deshalb wegzusammenhéngend. Folg-
lich trifft das Kriterium fiir die Existenz einer Hochhebung von p; entlang der Uberlagerung
P2 zu, wie in diesem Diagramm:

(X2, T2)

(X1,7) — (X, ).

p1

Néamlich gibt es eine solche Hochhebung f : ()~( 1,T1) — ()22, T9) genau dann, wenn die angege-
bene Inklusion von Untergruppen gilt. Eindeutigkeit folgt daraus, dass X; zusammenhéngend
ist, und die Hochhebung f muss die Gleichung f(z;) = ¥, erfiillen. O

(b) Falls m; ()NQ) = {1} gilt, folgern Sie aus (a), dass es fiir jede zusammenhingende Uber-
lagerung po: (Xo,72) — (X, ) einen eindeutigen Morphismus f gibt wie im Dia~
gramm (1).

Losung.  Falls (X)) = {1} gilt, dann gilt die Inklusion von Untergruppen

pr(m (X1, 7)) = {1} C pau(m1 (X2, 32))

automatisch. O



(¢) Folgern Sie aus (a), dass die Uberlagerungen p; : ()?17 71) — (X, o) und po: ()?2, Tg) —
(X, zo) genau dann (punktiert) isomorph sind, wenn die Gleichung von Untergruppen

pl*(ﬂ'l()}:la 51)) = Pz*(ﬂl()?m :’52))

in m (X, zo) gilt.

Losung. Laut Teilaufgabe (a) gibt es punktierte Morphismen von Uberlagerungen
VR ()N(l,fl) - (X2,52>
g: (Xo, 72) = (X1, 71)

genau dann, wenn die angegebene Gleichung von Untergruppen gilt. Wegen Eindeutigkeit
sind allerdings solche Morphismen f und g automatisch invers zueinander, d.h., sie erfiillen
die Gleichungen

gf =idg s (X1,31) = (X1,71)
fg = id)zZZ (XQ,%Q) — (XQ,%Q). ]

(d) Zeigen Sie, dass die Uberlagerungen p; : X; — X und Do Xy = X genau dann (un-
punktiert) isomorph sind, wenn die Untergruppen

pre(mi (X1, 71)) und po.(m1 (X, 72))

konjugiert zueinander sind in (X, o).

Losung. Siehe [1, Theorem 1.38]. O



Aufgabe 4. Man bezeichnet mit 7? = S* x S* den Torus.

(a) Zeigen Sie, dass die Quotientenabbildung
q: R* - R?*/7* = T2,

die die Untergruppe Z? C R? herausteilt, die universelle Uberlagerung des Torus ist.

Losung. Wir betrachten die Z2-Wirkung auf R? durch Addition:
(m,n) - (z,y) = (m,n) + (z,y) = (x +m,y +n) € R

Sei (z,y) € R* und U = B((z,y);0.17) C R? der offene Ball um (z,y) vom Radius 0.17.
Dann gilt die Gleichung
((m,n)+0U)NU =10

fiir alle (m,n) # (0,0) € Z2. Somit ist die Quotientenabbildung q: R? — R2/Z? eine Uber-
lagerung, laut Hausaufgabe 5 #3. Auferdem ist m;(R?) trivial, weil R? zusammenziehbar
ist.

Den Homoomorphismus
R?/7* = (R/Z) x (R/Z) = S* x S!

hatten wir in Hausaufgabe 1 #3 gezeigt. O]



Alternative Losung. Man bezeichnet mit w: R — R/7Z = S' die Quotientenabbildung,
die die universelle Uberlagerung von S liefert, also die “Windungsabbildung”. Die Abbildung

wxw: RxR — (R/Z) x (R/Z)
ist eine Uberlagerung, laut Lemma 6. AuBerdem gilt die Aquivalenz
(w0 x ), ) = (0 x W)@, y) & (@y) = (m,n) + (2,) fiir (m,n) € 22,

sodass die Abbildungen wxw und ¢ iibereinstimmen, genauer gesagt, sie lassen das Diagramm

R xR

wXw
! j

(RxR)/(Zx2Z) — (R/Z) x (R/Z)

14

kommutieren. ]

Lemma 6. Es seien p: X = X und P Y Y Uberlagerungen. Dann ist das Produkt
pxp i X XY 35X XY

wiederum eine Uberlagerunyg.

Beweis. Sei (x,y) € X xY, U C X eine trivialisierende Umgebung von z beziiglich p, und

V CY eine trivialisierende Umgebung von y beziiglich p’. Dann bildet U x V' C X x Y eine
trivialisierende Umgebung von (x,y) beziiglich p x p'. O



(b) Sei m € Z\ {0}. Finden Sie cine zusammenhéngende Uberlagerung p: X — T2 mit
pe(m(X)) =mZ x0CZx 7~ (T?).
Hier bezeichnet mZ x 0 = {['§]) C Z?* die vom Element '] € Z? erzeugte Untergruppe.
Lésung. Es bezeichne w,,: S' — S* die iibliche m-fache Uberlagerung. Dann erfiillt die

Uberlagerung
pi=w, xw: ST xR —= S xSt

die gewiinschte Bedingung, wie dieses kommutative Diagramm zeigt:

DPx

7T1(Sl X R) 7T1(Sl X Sl>

o o)

(wm)* XWx

m(SY) x m(R) —— m(S?) x m1(Sh)

o o~

mx0

7, %0 7 X 7.

10



(c) Seien allgemeiner m € Z\ {0} und @ € Z? ein Vektor mit teilerfremden Komponenten,
wie z.B. ¥ = [}] in Aufgabe (b). Finden Sie eine zusammenhéngende Uberlagerung
p: X — T? mit

P (m1(X)) = (m¥) C Z* = 7, (T?).

Losung.  Jede invertierbare Matrix A € GLy(Z) induziert einen Homdomorphismus A: R? =
R?, der ferner die Bedingung A(Z?) C Z? erfiillt. Somit induziert A einen Homdomorphismus

A:R2/72 5 R2/72. Auf Fundamentalgruppen induziert dieser Homomorphismus wiederum
A, wie in diesem Diagramm dargestellt:

Ax
Wl(RQ/Zz) —_— Wl(Rz/ZQ)

o (=23

/e 72

Da der gegebene Vektor ¢ teilerfremde Komponenten hat, ldsst er sich zu einer Basis {, v}
von Z? erginzen. Es bezeichne A = [7 %] € GLy(Z) die zugehorige Matrix. Dann erfiillt die
Uberlagerung

Wi XW

A
SITxR — Slx Sl —» Sl x ¢!

\_/

p:=A(wm Xw)

die gewiinschte Bedingung. Aus dem kommutativen Diagramm

(Wm Xw)« A

7T1<SIXR) 7T1(Sl><51)

7Tl<Sl X Sl)

(wm)* XWsx

71 (SY) x m(R) —— m(SY) x m(SY) —— m(Sh) x mi(Sh)

o

IR
IR

mx0 A

7 % 0 7 X 7 7 X 7,

11



folgt die Gleichung von Untergruppen in Z?:

pu(m1(S' X R)) = A, (wy x w).(m1 (S x R))

12



(d) Seien m,n € Z\ {0}. Finden Sie cine zusammenhiingende Uberlagerung p: X — T2
mit

po(m (X)) = mZ x nZ = <m , m > C 72 = m(T?).

n

Lésung. Die Uberlagerung
=Wy X wy,: ST x ST — 81 x St
erfiillt die gewiinschte Bedingung, wie dieses kommutative Diagramm zeigt:

Px

7T1(Sl XSl) 7T1(Sl XSl)

~ ~

(wm)* X(wn)*

7T1(Sl) X 7T1(Sl) 7T1<Sl> X 7'('1(51)

o o

mXxn

YA 7 x 7.

13



(e) Seien allgemeiner m,n € Z\ {0} und @y, #, eine Basis von Z?, wie z.B. @ = [§], > = [{]
in Aufgabe (d). Finden Sie eine zusammenhéngende Uberlagerung p: X — T2 mit

P (m1(X)) = (m¥y, nth) C Z* = m (T?).

Losung. Es bezeichne A = [# %] € GLy(Z). Dann erfiillt die Uberlagerung

Win, XWn,

A
Stx Sl — s glx sl — 5 §lxg!

\_/

p:=A(Wm Xwn)
die gewiinschte Bedingung. Aus dem kommutativen Diagramm

(U/'m Xwn)* A

7T1(Sl X Sl) 7T1(Sl X Sl> 7T1(Sl X Sl)

l (wm)*x(’wn)* L L

7T1<Sl) X 71(51) — 71(51) X 7T1(Sl) — 7T1(Sl) X 7T1(Sl)

o o7 o

mxn A

7 X 7 7 X 7 7 X 1,

folgt die Gleichung von Untergruppen in Z?:

Pe(m (ST x S)) = A, (wy X wy)«(m (ST x SY))

14



(f) Zeigen Sie, dass jede zusammenhingende Uberlagerung p: X — T2 isomorph ist zu
einer der Form in (a), (c), oder (e).

Loésung. Wegen des Klassifikationssatzes werden zusammenhéngende Uberlagerungen p: X -

T? durch die Untergruppe p.(m1 (X)) < m(T?) = Z? Klassifiziert (bis auf Konjugation, aber
Konjugation in m(T?) ist trivial, weil diese Gruppe abelsch ist).

Wir erinnern an den Struktursatz fiir Untergruppen einer endlich erzeugten freien abelschen
Gruppe Z". Jede Untergruppe H < Z" ist eine freie abelsche Gruppe vom Rang k < n. Ferner
gibt es eine Basis 41, ..., 7, von Z™ und Zahlen my,...,my € Z\ {0} sodass m 1, ..., myUk
eine Basis von H bildet.

In unserem Fall hat jede Untergruppe H < Z? den Rang 0, 1, oder 2. Alle méglichen Unter-
gruppen sind jeweils in (a), (c), und (e) aufgelistet worden. O

Bemerkung 7. Man kann die Teilaufgaben (b)-(e) effizienter wie folgt 16sen. Sei H < Z? eine
Untergruppe. Dann ist die Quotientenabbildung p: R?/H — R?/Z? eine Uberlagerung, die
die Bedingung

pu(mi(RE/H)) = H < 72 = my(R}/Z2)

erfiillt [1, Proposition 1.40, Exercise 1.3.24].
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