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Definition. Ein Raum X heifit lokal wegzusammenhingend (im starken Sinne), wenn
es fiir jeden Punkt x € X und jede Umgebung V' von z eine offene Umgebung U von x mit
U C V gibt, sodass U wegzusammenhéngend ist.

Anschaulicher gesagt, hat x beliebig kleine wegzusammenhéngende Umgebungen.

Aufgabe 1. Esseip: X — X eine surjektive Uberlagerung. Zeigen Sie, dass X genau dann
lokal wegzusammenhéngend ist, wenn X es ist.

Aufgabe 2. Es sei X ein lokal wegzusammenhingender Raum.

(a) Falls X zusammenhéngend ist und 71 (X) endlich ist, zeigen Sie, dass jede Abbildung
f: X — S! nullhomotop ist.

(b) Verallgemeinern Sie die Aussage auf den Fall, wo jedes Element a € m;(X) endliche
Ordnung hat.

(c) Verallgemeinern Sie die Aussage weiter auf den Fall, wo fiir jeden Basispunkt zg € X
jedes Element a € m (X, zg) endliche Ordnung hat. (X muss nicht zusammenhéngend
sein.)



Aufgabe 3. Es sei X ein zusammenhéngender, lokal wegzusammenhéngender Raum, mit
Basispunkt zy € X. Seien p;: X; — X und ps: Xy — X zusammenhingende Uberlagerun-
gen, mit Basispunkten 7, € p; ' (zo) und Ty € p; ' ().

(a) Zeigen Sie, dass es einen (punktierten) Morphismus von Uberlagerungen

(X1, 71) (X2, T2) (1)

(X, I‘())

genau dann gibt, wenn die Inklusion von Untergruppen
pre(m1(X1, 71)) € pou(mi (X, )
in m (X, zg) gilt. Ferner ist ein solcher Morphismus f eindeutig, falls es ihn gibt.

(b) Falls my(X;) = {1} gilt, folgern Sie aus (a), dass es fiir jede zusammenhéngende Uber-
lagerung po: (Xo,72) — (X, x0) einen eindeutigen Morphismus f gibt wie im Dia~
gramm (1).

(¢) Folgern Sie aus (a), dass die Uberlagerungen py: (X1,71) — (X, 20) und po: (X, 7o) —
(X, o) genau dann (punktiert) isomorph sind, wenn die Gleichung von Untergruppen

p1*(7T1(551751)) ZPQ*(WI(X2752))
in m (X, o) gilt.

(d) Zeigen Sie, dass die Uberlagerungen p; : X; — X und ps: Xo — X genau dann (un-
punktiert) isomorph sind, wenn die Untergruppen

pl*(ﬂl()?h 51)) und Pz*(ﬂl()?% Z52))

konjugiert zueinander sind in 7 (X, x).



Aufgabe 4. Man bezeichnet mit 7? = S* x S* den Torus.

(a) Zeigen Sie, dass die Quotientenabbildung
q: R* - R?*/7* = T2,
die die Untergruppe Z? C R? herausteilt, die universelle Uberlagerung des Torus ist.

(b) Sei m € Z\ {0}. Finden Sie eine zusammenhéingende Uberlagerung p: X — T2 mit
pe(m (X)) =mZ x 0 CZx 7~ (T?).
Hier bezeichnet mZ x 0 = (['¢]) C Z* die vom Element [7] € Z? erzeugte Untergruppe.

(c) Seien allgemeiner m € Z\ {0} und v € Z?* ein Vektor mit teilerfremden Komponenten,

wie z.B. ¥ = [}] in Aufgabe (b). Finden Sie eine zusammenhiingende Uberlagerung
p: X — T? mit B

pe(m(X)) = (m¥) C Z* = 7, (T?).

(d) Seien m,n € Z\ {0}. Finden Sie eine zusammenhéingende Uberlagerung p: X — T2
mit

pu(my (X)) = mZ x nZ = <m | m > C 72 = ny(T?)

(e) Seien allgemeiner m,n € Z\ {0} und @, ¥, eine Basis von Z?, wie z.B. 0, = [}], 7, = [?]
in Aufgabe (d). Finden Sie eine zusammenhingende Uberlagerung p: X — T2 mit

po(m(X)) = (mty, nth) C Z* = m(T?).

(f) Zeigen Sie, dass jede zusammenhingende Uberlagerung p: X — T2 isomorph ist zu
einer der Form in (a), (c), oder (e).



