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Dies ist die Fortsetzung des Skripts “Kategorien und Funktoren”.

1 Produkte

Definition 1.1. Seien X und Y Objekte in einer Kategorie C. Ein Produkt von X und Y
ist ein Objekt P zusammen mit Morphismen py: P — X und py: P — Y, die die folgende
(universelle) Eigenschaft erfiillen: Fiir jedes Objekt W mit Morphismen fx: W — X und
fy: W — Y, gibt es einen eindeutigen Morphismus

f+W—=P

mit px f = fx und py f = fy, wie in diesem Diagramm dargestellt:

fx | 3f fr

Man nennt X und Y die Faktoren des Produkts, und den Morphismus pyx: P — X die Pro-
jektion auf den Faktor X. Ferner bezeichnet man oft ein Produkt mit X x Y, angesichts
des Lemmas 1.2. Man bezeichnet den durch fx: W — X und fy: W — Y bestimmten Mor-
phismus mit f = (fx, fy): W — X x Y. Man nennt manchmal fx und fy die Komponenten
oder Koordinaten des Morphismus f: W — X x Y.
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Lemma 1.2. Das Produkt ist eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus. Das heifst, ist
P’ ein weiteres Produkt von X und Y mit Projektionen p'y: P' — X und py: P' =Y, so
gibt es einen eindeutigen Isomorphismus @: P = P omit Py = px und pyp = py, wie in
diesem Diagramm dargestellt:

¢
P P’
k Py
Y
pPx p’X
X
Beweis. Einmal im Leben muss man diese Aufgabe 16sen, was sehr befriedigend ist. O]

Bemerkung 1.3. Es gibt viele Isomorphismen P =Ny Eindeutigkeit erhilt man, wenn man
auch die Projektionen px, py, 'y, py beriicksichtigt. Die Projektionen gehoren zur Struktur
eines Produkts.

Bemerkung 1.4. Das Argument hinter Lemma 1.2 gilt allgemeiner fiir jede Konstruktion, die
eine universelle Eigenschaft erfiillt, wie zum Beispiel Koprodukte, Pullbacks, Pushouts, usw.
Solche Konstruktionen sind ebenfalls eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus.

Die Definition des Produkts lédsst sich auf beliebige Familien verallgemeinern.

Definition 1.5. Sei {X;};c; eine Familie von Objekten X; in einer Kategorie C, wo I eine
Indexmenge bezeichnet. Ein Produkt der Familie { X;}c; ist ein Objekt [],.; X; zusammen
mit einem Morphismus p;: [[;c; X; — X; fiir jedes i € I, die die folgende (universelle)
Eigenschaft erfiillen: Fiir jedes Objekt W mit einem Morphismus f;: W — X, fiir jedes
1 € I, gibt es einen eindeutigen Morphismus

fw=1Ix

el

mit p; f = f; fiir jedes @ € I, wie in diesem Diagramm dargestellt:

Grob gesagt: “Ein Morphismus in ein Produkt ist das Gleiche wie ein Morphismus in jeden
Faktor.”



Definition 1.6. Ein Objekt Z in einer Kategorie C heifit terminal, falls es fiir jedes Objekt
X genau einen Morphismus X — Z gibt.

Ein terminales Objekt wird manchmal mit % oder 1 bezeichnet.

Beispiel 1.7. Ein terminales Objekt ist ein Produkt der leeren Familie von Objekten, das
heilt, ein Produkt keiner Objekte. Insbesondere ist das terminale Objekt (falls es existiert)
eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus.

Beispiel 1.8. In Set ist das Produkt das iibliche kartesische Produkt [[..; X; von Mengen.
Jede einelementige Menge {z} ist terminal.

Ebenso in Set, ist das Produkt das kartesische Produkt, mit komponentenweisem Basispunkt.
Das heit, das Produkt ], (X;, z;) in Set, ist die punktierte Menge

H(dexi) = (H Xi, (Ii)iel>

iel icl
(vgl. Ubungsblatt 5 #2).

Beispiel 1.9. In Top ist das Produkt das kartesische Produkt der zugrundeliegenden Men-
gen, mit der Produkttopologie versehen (vgl. Hausaufgabe 1 #2). Jeder einpunktige Raum
{z} ist terminal.

In Top, ist das Produkt wie in Top, mit komponentenweisem Basispunkt (vgl. Ubungsblatt
5 #2).

In der Vorlesung hatten wir uns auf das endliche Produkt X x Y konzentriert. Lass uns jetzt
die allgemeine Produkttopologie beschreiben.

Definition 1.10. Sei {X;};c; eine Familie topologischer Réume. Die Produkttopologie auf

dem kartesischen Produkt [, ., X; ist die vom folgenden Mengensystem erzeugte Topologie:

S = {p;l(Uz) | 1€ I, UZ - X@ offen}
={J[ Vi | Vi € X; offen, V; # X; fiir héchstens einen Index i € I}.
el

Hier bezeichnet p;: [] jer X; — X; die Projektionsabbildung auf den i-ten Faktor.
Die Produkttopologie hat die folgende Basis:
B = {p;ll(Uil) Nn... ﬂp;kl(U,-k) |i; €1, U; € X;, offen}

= {H Vi | Vi C X, offen, V; # X, fiir endlich viele Indizes i € I}.
iel
Insbesondere erhélt man auf einem endlichen Produkt X x Y die iibliche Produkttopologie,
die als Basis das Mengensystem aller “offenen Boxen” hat:

B={UxV |UC X offen, V. CY offen}.
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Aufgabe 1.11. Das kartesische Produkt [],.; X; von Rdumen trégt auch die Boxtopologie,
die als Basis das Mengensystem aller “offenen Boxen” hat:

Box = {] [ Ui | Ui € X; offen}.

il

(a) Finden Sie ein Beispiel fiir Raume {X;};c; und eine “offene Box” [[,., U; € [[,c; Xi,
die nicht offen ist in der Produkttopologie.

(b) In Ihrem Beispiel gilt die echte Inklusion von Topologien Tp;oq C Tpox- Zeigen Sie, dass
(Hiel X, on) zusammen mit den Projektionen p;: Hjel X; — X; dann kein Produkt
der Rdume X; in Top ist. Das heifit, diese Daten erfiillen die universelle Eigenschaft
eines Produkts nicht.

Beispiel 1.12. In Ho(Top) ist das Produkt [],.; X; wie in Top (vgl. Ubungsblatt 5 #3).

Beispiel 1.13. In Gp ist das Produkt einer Familie von Gruppen {G,};c; das kartesische
Produkt ], ; G; mit komponentenweiser Verkniipfung. Die triviale Gruppe {1} ist terminal.

Die gleiche Beschreibung des Produkts gilt in Ab. Ebenso in Vekt; ist das Produkt einer
Familie von Vektorrdumen {V;};c; das kartesische Produkt Hie ; Vi mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation.

2 Koprodukte

Koprodukt ist der duale Begriff eines Produkts. Dual heifit, das man alle Pfeile umdreht.

Definition 2.1. Seien X und Y Objekte in einer Kategorie C. Ein Koprodukt von X und
Y ist ein Objekt C' zusammen mit Morphismen tx: X — C und ty: Y — (| die die folgende
(universelle) Eigenschaft erfiillen: Fiir jedes Objekt Z mit Morphismen fx: X — Z und
fy:Y — Z, gibt es einen eindeutigen Morphismus

f:C—=Z

mit fux = fx und firy = fy, wie in diesem Diagramm dargestellt:

X Y

Ix 3 f

C
: Iy
A

A



Das Koprodukt wird auch Summe genannt. Man bezeichnet oft ein Koprodukt mit X IT1Y.
Man nennt X und Y die Summanden des Koprodukts, und den Morphismus tx: X — X1V
die Inklusion des Summanden X.

Die Definition des Koprodukts lasst sich auf beliebige Familien verallgemeinern.

Definition 2.2. Sei {X,};c; eine Familie von Objekten X; in einer Kategorie C, wo I eine
Indexmenge bezeichnet. Ein Koprodukt der Familie {X;};c; ist ein Objekt J],., X; zusam-
men mit einem Morphismus ¢;: X; — [[;.; X; fiir jedes i € I, die die folgende (universelle)
Eigenschaft erfiillen: Fiir jedes Objekt Z mit einem Morphismus f;: X; — Z fiir jedes ¢ € I,
gibt es einen eindeutigen Morphismus

f]]xi—z
el

mit fi; = f; fiir jedes ¢ € I, wie in diesem Diagramm dargestellt:

f
e X — 2

S

X;.

Grob gesagt: “Ein Morphismus von einem Koprodukt ist das Gleiche wie ein Morphismus
von jedem Summanden.”

Definition 2.3. Ein Objekt A in einer Kategorie C heiflt initial, falls es fiir jedes Objekt X
genau einen Morphismus A — X gibt.

Ein initiales Objekt wird manchmal mit () oder 0 bezeichnet.

Beispiel 2.4. Ein initiales Objekt ist ein Koprodukt der leeren Familie von Objekten, das
heif3t, ein Koprodukt keiner Objekte.

Definition 2.5. Ein Objekt in einer Kategorie C heifit ein Nullobjekt, falls es sowohl initial
als auch terminal ist.

Ein Nullobjekt wird manchmal mit 0 bezeichnet.

Aufgabe 2.6. Zeigen Sie, dass eine Kategorie C ein Nullobjekt genau dann hat, wenn C ein
initiales Objekt () und ein terminales Objekt * hat, wo der (einzige) Morphismus () — * ein
[somorphismus ist.

Beispiel 2.7. In Set ist das Koprodukt die iibliche disjunkte Vereinigung [[,.; Xi = Uies X;
von Mengen. Die leere Menge () ist initial.

Die Kategorie Set hat kein Nullobjekt, denn der Morphismus () — * ist keine Bijektion, also
kein Isomorphismus.



Beispiel 2.8. In Set, ist das Koprodukt die Einpunktvereinigung punktierter Mengen

]_[Xl,x, \/X

icl iel
mit dem (wohldefinierten) Basispunkt [z;] € \/,.; X; (vgl. Hausaufgabe 3 #3).
Jede einelementige punktierte Menge {x} ist initial und terminal, also ein Nullobjekt in Set,.

Beispiel 2.9. In Top ist das Koprodukt der Summenraum [], , X;, das heifit, die dis-
junkte Vereinigung der zugrundeliegenden Mengen, mit der Summentopologie versehen (vgl.
Ubungsblatt 2 #6). Der leere Raum () ist initial. Wie Set hat Top kein Nullobjekt.

Aufgabe 2.10. (a) Finden Sie ein Beispiel fiir einen Raum X und eine Zerlegung als
disjunkte Vereinigung X = A LI B, wo allerdings X kein Summenraum A II B ist.
Beziehen Sie sich auf die explizite Beschreibung der Summentopologie.

(b) Zeigen Sie nun, dass X zusammen mit den Inklusionen A — X und B — X kein
Koprodukt von A und B in Top ist. Das heifit, diese Daten erfiillen die universelle
Eigenschaft eines Koprodukts nicht.

Beispiel 2.11. In Top, ist das Koprodukt die Einpunktvereinigung punktierter Rdume
[ 2) =V X
el el

mit dem (wohldefinierten) Basispunkt [z;] € \/,c; X; (vgl. Hausaufgabe 3 #3). Jeder ein-
punktige punktierte Raum {z} ist initial und termmal, also ein Nullobjekt in Top,.

Beispiel 2.12. In Ho(Top) ist das Koprodukt ][
(natiirlichen) Hom6omorphismus in Top

(JTx:) = [0,1] = (X x [0,1]).

i€l i€l

.e1 Xi wie in Top. Dies folgt aus dem

Beispiel 2.13. In Gp ist das Koprodukt das freie Produkt von Gruppen
GIOIH=G=x*H.

Dies gilt auch fiir unendliche Koprodukte

[1Gi=*a.

iel tel
Die triviale Gruppe {1} ist initial und terminal, also ein Nullobjekt in Gp.
Beispiel 2.14. In Ab ist das Koprodukt die direkte Summe von abelschen Gruppen

AUB=A®B.



Dies gilt auch fiir unendliche Koprodukte

T4 = A.

iel iel
Die triviale Gruppe 0 ist initial und terminal, also ein Nullobjekt in Ab.

Ebenso in Vekt, ist das Koprodukt die direkte Summe von Vektorrdaumen

V-

il il

Bemerkung 2.15. In Ab (und in Vekty,) stimmen endliche Produkte und Koprodukte iiberein,
das heifit, die kanonische Abbildung

Ao B3 AxB

ist ein Isomorphismus. Man nennt deshalb die direkte Summe in Ab ein Biprodukt, denn AGB
ist gleichzeitig ein Koprodukt und ein Produkt von A und B in Ab. Dies gilt allerdings nur
fiir endliche Familien. Fiir eine unendliche Familie (nichttrivialer) abelscher Gruppen {A;}ies
ist die kanonische Abbildung

kein Isomorphismus mehr, sondern ein Isomorphismus auf die Untergruppe

{()ier € H A; | x; # 0 fur endlich viele Indizes ¢ € I}.

el

Bemerkung 2.16. In Gp sind Koprodukte und Produkte sehr unterschiedlich. Betrachten wir
zum Beispiel die zyklische Gruppe Z/2. Dann besteht das Produkt

Z7]2 X 7.]2

aus vier Elementen, die sogenannte kleinsche Vierergruppe. Andererseits besteht das Kopro-
dukt (also das freie Produkt) Z/2 % Z/2 aus unendlich vielen Elementen

1,a,b,ab, ba, aba, bab, abab, baba, . . . .
Genauer gesagt hat Z/2 % Z/2 die Prisentation
Z)2%7)2 = {a,b|a®=1,0*=1)
o <r,s | s> =1,5rs = r’1>

mit 7 = ab und s = a. Diese Gruppe heifit die unendliche Diedergruppe [1, §1.2.Free products
of groups|. Die kanonische Abbildung

Z)2%T7)2 — L2 x L2

hat einen riesigen Kern, namlich alle Worter, die eine gerade Anzahl von a’s und von b’s
enthalten, wie zum Beispiel baba.



Bemerkung 2.17. Die Bemerkungen 2.15 und 2.16 zeigen auflerdem, dass die Begriffe Produkt
und Koprodukt stark von der Kategorie abhéngen. Betrachtet man Z/2 als Objekt in Gp,
ist das Koprodukt in Gp

Z)2107Z)2=17]2%7/2

das freie Produkt. Betrachtet man Z/2 eher als Objekt in Ab, ist das Koprodukt in Ab
Z)2UZ)2=7]287/2
die direkte Summe.

Koprodukte in Gp und in Ab sind wie folgt verbunden.

Aufgabe 2.18. Es seien G und H Gruppen. Zeigen Sie, dass es einen (natiirlichen) Isomor-
phismus von abelschen Gruppen

(G * H)ab = Gab ¥ Hab

gibt. Anders gesagt erhilt der Abelisierungsfunktor (—).,: Gp — Ab Koprodukte.
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